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Capitulo 11

Poliedros

Sea a',...,a™ un conjunto finito de vectores en un espacio euclidiano R".

Llamaremos I al conjunto de superindices:
I={1,...,m}. (11.1)

Un poliedro P C R"™ es el conjunto de vectores z € R™ que cumplen con una
coleccién finita de desigualdades lineales expresadas en la forma

at-x <b, (11.2)

donde a* € R”, b; € R para cada i € I, donde I es un conjunto finito de indices
como (?7). En forma breve podemos representar el poliedro P como:

P={zeR"|a" -z <b;Vicl}. (11.3)

Para comodidad en la notacién y una representaciéon mas clara de muchas
situaciones podemos expresar a P como:

P ={zeR"| Az < b}, (11.4)

donde A es la matriz de dimensién m x n cuyas filas estan formadas por los
vectores a', ..., a™ del espacio R™; el vector b € R™ est4 formado por los valores
by, ...,by, dispuestos en forma de columna ordenada. La comparacién ¢ < b entre
vectores ¢ y b de R™ tiene lugar componente a componente:

El lector debe comprobar que cualquier poliedro P es un conjunto convexo
y cerrado en R"

11.1. Dimensién de un poliedro

Dado un poliedro P en R™ descrito como aparece en (??), definimos un
conjunto de indices Iy C I como:

Ioz{i€I|ai-x:biVxeP}, (11.6)
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14 CAPITULO 11. POLIEDROS

lo que significa que Iy estd compuesto por los indices en I que representan
desigualdades lineales, tomadas de la definicién (??) de P, que se cumplen real-
mente como igualdades en todo punto de P. Restringiéndonos al subconjunto
de indices en I, podemos plantear el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

a'-x="b; con ic Iy, (11.7)

cuyo rango, supondremos, es r. Con este mismo conjunto de ecuaciones podemos
definir el conjunto afin:

M={zeR"|d" z=bViel}, (11.8)

el cual, consecuentemente, tiene dimensién n — r. Ahora mostraremos que la
dimension del poliedro P coincide con la dimensién de la variedad afin M:

dim P =n —r = dim M. (11.9)

En primer lugar P C M, atendiendo a la definicién de M y del conjunto
de indices Iy. Mostraremos que M C aff(P) lo cual permitird concluir que las
dimensiones de P y M coinciden. Cuando I = Iy tenemos, a partir de las
definiciones, que P = M. Si Iy G I definimos I; = I / Iy y supondremos que g
es el nimero de elementos en I;. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que I; estd compuesto por los primeros g indices de I, estos son 1,...,q. Por
definicién del conjunto de indices Iy, para cada indice i € I existe un vector
z' € P tal que a' - 2' < b; donde hacemos notar la desigualdad estricta. Si
definimos

x*:%(m1+---+xQ)7 (11.10)
encontramos que z* € P porque P es convexo y ademds a’-x* < b; Vi=1,...,q,
porque cada miembro de la coleccién {xl, . ,xq} satisface la desigualdad débil
a'-x? <b;Vj=1,...,q, donde i esta fijo en I; y satisface a’ - ' < b;. Puesto
que P C M concluimos que z* € M y satisface a’ - * < b; cuando i € I;. Con
esta observacién auxiliar mostraremos que M C aff(P). Dado « € M arbitrario

Figura 11.1: y = 2™ + A (z — =)
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definimos
y=a"+ Az — "), (11.11)

y encontramos que para aquellos indices i € Iy tenemos

at-y = d -2t + M- (z—2¥)
= a'-x* + \b — by)

porque z y z* estdn en M y tomamos ¢ € Iy. Por otra parte, cuando i € I;
tenemos

a-y=a'-z*+ X' (x—2*),

pero hemos visto que a’ - z* < b; cuando i € Iy, por lo tanto podemos elegir
A > 0 y suficientemente pequeiio para que a’-y < b; Vi € I, asi el vector y € P.

Puesto que y = 2* + A(x — 2*) con A > 0, y € P, z* € P, concluimos que
x € aff(P):

Como x € M es arbitrario, concluimos que M C aff(P) y por lo tanto M =
aff(P), asi que P y M comparten la misma dimensién.

Vemos asi que un poliedro P C R"™ tiene dimension n si y sélo si existe un
punto x € P tal que a* -z < b; Vi € I donde P admite la definicién (?7?).

11.2. Las caras de un poliedro

Cuando P es el poliedro descrito en (??) sus caras son precisamente aquellos
conjuntos de la forma

F={zePld -z=b;VieJ}, (11.12)
donde J es un conjunto de indices que satisface:
IhyCJCI. (11.13)

Primero veremos que cada conjunto de la forma (?7?) es una cara del poliedro

P. Supongamos que z,y € P y que un punto interior al segmento [z, y] intersecta

con F, donde F es un conjunto que admite la definicién (??). Por lo tanto existe
A€ (0,1) tal que

z=Xx+(1-ANyE€F, (11.14)

luego 4 » '
a'-z=Xa"z+(1-XNa"-y=0b; Vi e J.
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Como J C I, tenemos a' - x < b;; a' -y < b;, Vi € J, pero si a® -z < b;
6 a’ -y < b; para algiin i € .J, entonces no puede suceder que a' - z = b;, por lo
tanto debemos concluir que a’ - x = b;; a* -y = b;, Vi € J, con lo cual z,y € F.
Hemos demostrado asi que F' es cara del poliedro P.

Mostraremos ahora que cada cara de P tiene la forma dada en (?7?). Supong-
amos que F' C P es una cara del poliedro P. Si elegimos a en el interior relativo
de F, tenemos que F' es la menor cara del poliedro P que contiene al punto
a. Mostraremos que F admite la forma dada en (?7?), para ello definimos el
conjunto de indices J como:

J={iella a=b} (11.15)
y vemos claramente que Iy C J ademaés que
F'={zePla -x=0b;Viey}, (11.16)

es una cara de P que contiene al punto a.

Hemos utilizado la conclusién anterior segin la cual cada conjunto de la
forma (??) es una cara del poliedro P. Por esto afirmamos que F’ es una cara
de P que contiene al punto a, luego F' = F, C F’. Mostraremos que F’ C F, lo
que nos permitird concluir que F/ = F y que cada cara de P admite la definicién
(??). Es importante hacer notar que la definicién del conjunto de indices J nos
permite afirmar que a* - a < b; cuando i ¢ J. Ahora supondremos que x € F’ y

Figura 11.2: y = a + Aa — )

definiremos el vector y como
y=a+ Aa—z), (11.17)

de manera que si elegimos A\ > 0 encontramos que el punto a esta en el interior
relativo del segmento [z, y]. Por otra parte si el indice i € J tenemos a* - a = b;;
a' - x = b; por definicién de J y F’. Por lo tanto
at-y = d-a+ - (a—2)
= b+ Ab; —by)
b;
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cuando i € J.
En el caso en que i ¢ J tenemos que a* - a < b; y eligiendo A > 0 suficiente-
mente pequeilo tenemos que se cumple

a-y=d-a+Xid-(a—2)<bViel]lJ

Esto muestra finalmente que existe A > 0 suficientemente pequeno tal que y €
P, por lo tanto el segmento [z,y] C P y su interior intersecta con la cara F'
en el punto a. Puesto que F' es cara, encontramos que [z,y] C F as{ que en
particular x € F. Como x € F’ fue elegido arbitrariamente, tenemos F' C F =
F,. Finalmente F = F’ lo que muestra que cada cara del poliedro P puede
expresarse en la forma (?7).

Una conclusién importante que podemos obtener a partir de la caracteri-
zacién (?7?) para las caras de un poliedro P, es que el conjunto de todas las
caras de P es finito debido a que tan solo hay finitas maneras de elegir el con-
junto de indices J.

Dentro de la caracterizacion de las caras de un poliedro P que acabamos de
representar estd implicita la dimensién de cada cara de P. Cuando F' es una
cara de P y a es un punto en el interior relativo de F', tenemos que

F=F,={zePld -z=b;VieJ}, (11.18)
donde el conjunto de indices J estd definido como
J={ielld-a=b}, (11.19)

entonces la dimension de F' en n—p donde p es el rango del sistema de ecuaciones
lineales a*-x = b; Vi € J. Para darse cuenta de esto basta con ver que la variedad
afin:

My={zeR"|a"-z=0b;;VieJ}, (11.20)

tiene dimensién n — p y coincide con aff(F). Facilmente vemos que F C M,
para mostrar que M; C aff(F) tomamos & € M arbitrario y construimos el
vector

y=a+ Az —a), (11.21)

que cumple con a' -y = b; Vi € J y satisface a’ - y < b; tomando A > 0
suficientemente pequefio en (??) porque a’ - a < b; cuando i ¢ J por definicién
del conjunto de indices J en (?7).

Vemos que la caracterizacién de las caras de un poliedro P dada en (??) no
solo nos da una descripcion general de las caras de un poliedro, sino que ademés
nos brinda informacién acerca de su dimensién. Esto sera de gran utilidad en la
siguiente seccién.

11.3. Vértices y aristas de poliedros

A los puntos extremos de un poliedro P los llamaremos vértices y a las caras
de dimensién uno del poliedro P las llamaremos aristas. Debe ser claro que un
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punto z € P, donde P es el poliedro descrito en (??), es un vértice de P si y

sélo si existen a'', ..., a'" vectores linealmente independientes tales que
a“-x=0b, Vj=1,...,n (11.22)

donde los indices i1, ...,i, estdn tomados del conjunto de indices I que define

a P en (77). Esto es equivalente a decir que los vectores a,...,a"™ se tomaron

entre la coleccién de desigualdades lineales que definen al polinomio P en (?7)
o entre las filas de la matriz A en (77).

Para justificar esta representacién de los vértices de P basta con observar que
cuando z es un vértice F' = {z} es una cara de dimensién nula de P, luego admite
la definicién (?7) siendo J un conjunto de indices tal que Iy € J C I donde
el sistema de ecuaciones lineales a’ - x = b; con i € J tiene rango n. Entonces

podemos encontrar n indices 41, .. .,%, € J tales que los vectores a’',. .., a'" son
linealmente independientes y evidentemente cumplen (??). Reciprocamente, si
x € Py existen indices i1, ...,i, € I tales que z cumple (??) y a’*,...,a" son

linealmente independientes, entonces tomamos J = {iy,...i,} y encontramos
que _
F={zePld -x=b;VielJ}

contiene tan s6lo al punto z porque el sistema lineal (??) admite una tnica
solucion.

De forma andloga podemos definir una arista I' de un poliedro P como
un conjunto de puntos de P que satisfacen, en forma de igualdad, un mismo
conjunto de (al menos) n — 1 desigualdades lineales linealmente independientes
tomadas del conjunto de desigualdades lineales que definen al poliedro P. Para
comprobar esto supondremos que I es una arista del poliedro P, lo que significa
que I' es una cara de P con dimension 1, asi que puede expresarse como:

I'={zePld -z=b;VieJ} (11.23)

donde J es un conjunto de indices Iy € J C I con la propiedad que el sistema
de ecuaciones lineales a* - © = b; con i € J tiene dimensién n — 1, asi que
podemos encontrar a’t, ..., a1 linealmente independientes tales que a% - x =
bi, Vj =1,...,n —1, V& € T. Reciprocamente si encontramos a'',...,a"n 1
linealmente independientes tales que a* -2 = b; Vj = 1,...,n — 1, Vo € T
tomamos J = {i1,...i,—1} vy definimos:

F={zePld z=0b;VieJ}

encontramos que F' es una cara del poliedro P con dimensién 1 que contiene
al. Como ' C Iy la dimensiéon de F es igual a la dimensién de I', entonces
la inclusién no puede ser propia, con lo cual I' = F'. Esto comprueba que toda
arista de P, es un conjunto de puntos de P que satisface un mismo conjunto de
n — 1 desigualdades lineales linealmente independientes, en forma de igualdad,
tomadas de la coleccién de desigualdades lineales que definen a P.

Diremos que un vértice x de P es no degenerado cuando el punto = satisface
exactamente n desigualdades linealmente independientes, en forma de igualdad,
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tomadas entre la coleccién de desigualdades lineales que definen a P. Es decir
que existen exactamente n vectores a', ..., a'" linealmente independientes, con
i1,...1n € I tales que a¥ - = bi; Vj=1,...,n. Veremos que si P es un poliedro
en R™ con dimensiéon n y x es un vértice no degenerado de P, entonces existen
exactamente n aristas de P que convergen en el punto x y podemos caracteri-
zarlas explicitamente. Puesto que x es un vértice no degenerado del poliedro

P, existen exactamente n vectores linealmente independientes a*',...,a' con
i1,...9n, € I tales que a% - x = b;; Vj = 1,...,n. Vamos a definir el vector
y* € R™ como la tnica solucién del sistema lineal a** -y = —1, a¥% -y = 0

Vje{l,...,n}/{k} donde k in € {1,...,n} estd fijo. Veremos que existe € > 0
tal que

I ={z+ X\ |Ae(0,€}

es una arista de P, la cual evidentemente converge al punto x. Si suponemos que
el poliedro P admite la representacién (?7?), tomaremos J = {i1,...%,}/ {ix}
dejando k fijo en {1,...,n}. Al definir F = {z € P|a' -z =0b;;Vie J} en-
contramos I'y C F porque cuando i ¢ J, a* - < b; porque x es vértice no
degenerado, luego solo satisface como igualdad las desigualdades {i1,...i,} v
en el caso en que ¢ = 7 entonces:

aik . (ZL’+ )\yk) _ aik cx 4+ /\aik . yk
= a%.x—\
< b,

de manera que eligiendo € > 0 apropiadamente, encontramos que a’* - (z + )\yk) <
bi VA € [0, €] asi que I'y, C Py en particular I'y C F'. Por construccién dim F' = 1
y asimismo dimI'y = 1, siendo F' una cara del poliedro P, por lo tanto si a es
un punto interior de I'g, también serd un punto interior de F' y asi F serd la
menor cara de P que contiene al punto a. Esto demuestra que para cada y* el
segmento dirigido

Iy ={z+Xf:Ae(0,€} (11.24)

define de manera natural una arista del poliedro P que converge al punto x.

Puesto que tenemos n posibilidades distintas de elegir k en {1,...,n} que
producen n vectores diferentes y', ..., y™, hemos conseguido mostrar explicita-
mente n aristas diferentes del poliedro P que convergen al punto x. Mostraremos
que estas son las dnicas n aristas de P con esta propiedad. Sin pérdida de gen-
eralidad podemos suponer que existe y # 0 y € > 0 tales que

I'={z+My| X €0} (11.25)

esta contenido en una arista de‘ P que converge al punto . Puesto que a% -z = bi,
Vj=1,...,nsiendo a”,...,a" linealmente independientes y puesto que x hace
parte de la arista de los demas puntos z + Ay con A > 0 también estan en la
arista y deben satisfacer en forma de igualdad, las mismas n — 1 desigualdades
linealmente independientes tomadas entre el conjunto de desigualdades descritas
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por los indices 41, . ..i,. Por lo tanto existe un k € {1,...,n} tal que:

vjied{L....n}/{k}

@“
<.
—
8
+
>
<
~—
Il

bi,
a* - (z+Ny) < b

pero

tenemos que

a* .y < 0

por lo tanto existe un multiplo positivo de y que satisface el sistema de ecua-
ciones lineales a’ -y = —1, a% -y =0Vj € {1,...,n} /{k} cuya solucién tnica
es y*. Concluimos que la direccién y # 0 de la arista I en (??) que converge a
x sblo puede ser una de las direcciones y',. .., y" definidas previamente.

Por lo tanto podemos expresar a P como

P = Co{y',...,y*} (11.26)
donde 3, ..., y"* son los puntos extremos de P. La dimensién de P coincide con
la magnitud de la mayor subcoleccién de {y!, ..., yk} afin independiente menos

uno. Entonces k — 1 > r, luego k > r + 1 donde k es el nimero de vértices del
politopo P.

Problema: 11.3.1. Demuestre que un politopo con dimension r debe tener al
menos r + 1 vértices.

Solucién: 11.3.1. Sea P un politopo de dimension r, puesto que P es un
poliedro acotado, P es convero y compacto por lo tanto se puede expresar como
la envoltura conveza de sus puntos extremos: P = Co (ext(P)), como P es un
poliedro, P tiene finitas caras, en particular debe tener finitos puntos extremos.

Problema: 11.3.2. Encuentre el cono de recesion de un poliedro P = {x € R™ | Az < b}
donde A es una matriz de m filas por n columnas y b € R™.

Solucién: 11.3.2. rec(P) = {x € R" | Ax < 0}. Supongamos que y # 0 es una
direccion de recesion para P, entonces x + Ay € P YA > 0 Vx € P. Puesto que
x,x + Ay € P tenemos:

Ax <D
Alx + A y) = Az + Ny <b

VA > 0. Si alguna componente de Ay fuera positiva, no podria ser cierto que
Az + My < b para cualquier A\ > 0, entonces Ay < 0 cuando y € rec(P).
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Reciprocamente, suponemos que Ay < 0 con y € R", si x € P, tenemos que
Ax < b luego Az + MNAy < b cuando A > 0 es arbitrario, concluimos que

Az +y) <b

luego x4+ Ay € P siempre que x € p y A > 0, luego y es una direccion de recesion
de P. Concluimos que rec(P) = {z € R"| Az < 0}.

Problema: 11.3.3. Muestre que el poliedro P = {x € R™ | Az < b} tiene al
menos un vértice si y solo si rangoA = n.

Solucién: 11.3.3. Sabemos que P es convezro y cerrado puesto que se trata de
un poliedro. También sabemos que un conjunto convexo posee vértices si y solo
si su espacio de linealidades es trivial. Una direccion y # 0 en R™ es una lineal-
idad cuando +y son direcciones de recesion del conjunto convero en cuestion.
En nuestro caso y es direccion de recesion del poliedro P si y sélo si Ay < 0
por lo tanto y es una linealidad de P si y sdélo si Ay = 0, asi que P carece de
linealidades si y sélo si rangoA = n. Puesto que P es convexo y cerrado. P
posee puntos extremos si y solo si rangoA = n.

Problema: 11.3.4. Muestre que un poliedro P = {x € R™ | Az < b} es un poli-
topo si y solo si {x € R™ | Az < 0} = {0}.

Solucién: 11.3.4. Vemos que rec(P) = {z € R™ | Az < 0}, entonces P es aco-
tado si y solo si su cono de recesion es trivial, debido a que P es convexro y
cerrado. Recordemos que un conjunto es convexo y cerrado es acotado si y solo
st su cono de recesion es {0}.

11.4. Polares de poliedros

Cuando presentamos los primeros resultados sobre polaridad vimos que da-
dos un conjunto finito de vectores a',...,a™ en R” el cono poliédrico:

V = {zeR"|d-z<0 Vi=1,...,n}

= {zeR"| Az <0} (11.27)

(donde A es la matriz cuyas filas son los vectores al,...,a™ en R™) tiene por
polar al cono:

W = {A'y:y>0enR"}
{pa' + - +yma™ 1 y; 20Vi=1,...,m} (11.28)
= cono{al,...,am

Recordamos que V' 'y W con conos convexos cerrados, que contienen al origen,
inmersos en R” tales que:

VO

wo

w

v (11.29)
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Figura 11.3: z € Py ¢ > 0.

Esta pareja de resultados en polaridad fue de gran importancia para obtener re-
sultados fundamentales en optimizacién como el Lema de Farkas y los teoremas
del Alternativo en sus diferentes formas. Hacemos notar en la primera de las
relaciones (?7) que el polar de un cono poliédrico V' es el cono generado (tam-
bién llamado clausura positiva) por las filas de la matriz A en la definicién de V.
En resumen V° = cono{filasde A} cuando V = {z € R"| Az < 0}. El objetivo
de esta seccién es presentar un resultado de dualidad andlogo a (??) cuando
tratamos con poliedros méas generales, no solamente con conos poliédricos como
V.
Supongamos que P es un poliedro no vacio descrito en la forma

P={zeR"| Az <b},

si tomamos T € P fijo tenemos AZ < b definimos ¢ = b— AZ y encontramos que
A(x — %) = Az — AT < b — AZ = c siempre que z € P. Observamos también
que c=b— Az > 0 por que T € P.

Asi encontramos que Ay < ¢ siy sélo siy € P— donde T € P. Esto mues-
tra que salvo una traslacion del origen hasta un punto de P siempre podemos
representar el poliedro como una coleccion de desigualdades lineales en las que
los términos constantes a la derecha no son negativos:

{yeR"|Ay<c}=P—-=

dondez € Py c>0.
Es importante resaltar, como una conclusién de este andlisis, que cualquier
poliedro P que contiene el origen admite esta descripcion

P={zeR"| Az <b}

0<bsiysélosi0eP.
Podemos suponer que P = {z € R"| Az < b} donde b > 0. P admite la
representacién
P:{xER"\ai-bei;ViEI}.
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y distinguiremos las desigualdades que definen a P entre homogéneas
ai~x§bi:0 coni € I
y las no homogéneas:
a' -z <b conb; >0 eiel
Cuando tratamos con una desigualdad no homogénea
at-x<b conb; >0 eiel

podemos dividir por el valor positivo b; para encontrar

<1 (11.30)

de manera que podemos alterar los coeficientes de la desigualdad lineal para
encontrar la desigualdad equivalente

oz <1 (11.31)

donde o’ € R" estd definido como: o' = ‘;—Z Es importante resaltar que las
desigualdades (?7?) y (??) son perfectamente equivalentes.

De esta manera vemos que todo poliedro P, cuando contiene el origen, admite
la descripcién

P={zeR" | a-z<1Vi=1,...,k
al x<O0Vji=k+1,...,1}. (11.32)
Por conveniencia tomaremos el conjunto de indices I = {1,...,k} y el conjunto

de indices J = {k +1,...,1} para expresar a P en forma concisa como:
P:{xeR”|ai~x§1;aj-x§0Vi€IVjGJ}.

Evidentemente P es un conjunto convexo, cerrado de R™ que contiene al
origen. Ahora definiremos el conjunto @) como:

Q:co{al,...,ak;O}+c0no{ak+1,...,al} (11.33)

donde hacemos notar que @ es la suma de la envoltura convexa del cero junto a
los vectores {a’|i € I'} que representan las desigualdades lineales no homogéneas
en la definicién del poliedro P, mas la clausura positiva de los vectores {a? | j €
J} que representan las desigualdades lineales homogéneas en la definicién de P.

Puesto que la coleccién {a', ..., a”;0} es finita, ella es compacta, entonces su
envoltura convexa también es compacta, luego es cerrada y acotada, ademas de
ser evidentemente convexa. Asi podemos concluir que el conjunto @) es convexo,
por ser la suma de dos convexos, es cerrado por ser la suma de un conjunto
compacto con un cerrado. Recordamos que la clausura positiva:

cono {ak+1,...,al} = {ylakH +~-~+yl_kal YL, Yk 2 O}
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es un cono convexo cerrado con el origen.

Asi que @ es un conjunto convexo, cerrado que contiene al origen. ) contiene
al origen porque ambos sumandos en la definicién de @ contienen al origen.
Puesto que P y @ son conjuntos convexos, cerrados que contienen al origen,
ambos deben coincidir con su respectivo doble polar:

pOO = P
Qe = Q

El resultado de dualidad que nos interesa en esta seccién afirma que el polar de
P es @ y viceversa:

(11.34)

P’ = Q

Q' = P
Debido a (??) bastard mostrar P = Q°. Supongamos que z € P, y € Q, por la
definicién de @ existen escalares Aq,..., Ax > 0; Yi+1,...,v > 0 donde

k
dai=1
i=1
k !
Y= Z)\ial + Z V6’
i=1

j=k+1
entonces
k 1
roy=Y Nlz-a)+ Y (z-a)
=1 Jj=k+1

pero como x € P tenemos:
at <1 Vi=1,...k
o - x<0 Vi=k+1,...1

entonces T -y < Z?:l i <1, lo que demuestra que P C Q°.

Reciprocamente, si y € Q¥ entonces a* -y < 1 cuando i = 1,...k porque
a',...,a* € Q trivialmente. Si tomamos a’ con j € J ={k+1,....1} y A>0
arbitrario, encontramos que a’ - y < 1/\ porque A\a’ € Q. Puesto que A > 0
es arbitrario, encontramos: a’ -y < 0 cuando j = k+1,...,1, asi que y € P
atendiendo a la definicién (?7?) del poliedro P.

Encontramos una descripcién general para el polar de poliedros: cuando
P = {x € R"| Az < b} contiene al origen, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que b € R™ estd formado por ceros y unos asi que P admite la
representacién:

P:{xER"\ai-xSl;aj-xSOVieI,jEJ}.

donde I es el conjunto de indices que representan desigualdades lineales no
homogéneas en la definicién de P y J es el conjunto de indices que representan
desigualdades lineales homogéneas en la definicién de P. Cuando

Q:co{O;ai : ie]}—l—cono{aj :jeJ}
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encontramos: P° = Q, Q° = P.

Debemos resaltar la importancia de este nuevo resultado de dualidad porque
en el estamos relacionando dos lenguajes bésicos del analisis convexo sin conexién
aparente hasta ahora. En la descripcién de un poliedro P, que resulta ser con-
vexo, empleamos el lenguaje y las posibilidades que nos brinda la representacion
de conjuntos en forma de desigualdades lineales o sobre posiciones finitas de es-
tas. En la descripcién del conjunto ) empleamos el lenguaje y la representacién
de conjuntos convexos como clausuras convexas, clausuras positivas y combi-
nacion entre ellas. Aunque hemos presentado y discutido estas formas de repre-
sentacion de conjuntos convexos no las habiamos relacionado entre si, salvo por
el primer resultado de dualidad en el que establecimos que el polar de un cono
poliédrico V' = {a € R™ | Az < 0} es el cono generado por las filas de A:

W ={A'y|y > 0enR™} = V°.

De donde concluimos también que W% = V. Veremos a continuacién, como uno
de los resultados principales en andlisis convexo que no solamente el polar de un
poliedro P admite una representacién en la forma como se describe a @ , esto
es como una envoltura convexa de finitos puntos mas una clausura positiva de
finitos vectores, sino que cualquier poliedro admite tal representacion.

Ademas y con igual trascendencia veremos que todo conjunto de esta forma
debe ser necesariamente un poliedro.

11.5. Caracterizacion de poliedros
En primer lugar veremos que cualquier poliedro P puede describirse como
P = coU + conoV (11.35)

donde U, V son conjuntos finitos. Puesto que P es convexo y cerrado, P admite
la representacién: P = L + A donde L es el espacio de linealidades de P y
A = PN L siendo L+ el complemento ortogonal de L. Facilmente vemos que
A es un poliedro que carece de linealidades no triviales, como A es cerrado y
convexo sin linealidades podemos expresar al conjunto A como:

A = co (ext(A)) + cono (dirx(A)) (11.36)

donde U = ext(A) es el conjunto de los puntos extremos de A y V; = dirx(A)
es el conjunto de las direcciones extremas de A. Puesto que A es un poliedro U
y Vi deben ser finitos. De esta manera tenemos

P =L + coU + conoVj.

Si tomamos una base [ del espacio L tenemos que L = cono(8 U —f3) asi que
P = coU + conoV donde V = VU B U —f es un conjunto finito. Concluimos
asi que cualquier poliedro admite la representacién (?7).
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Veremos ahora que un conjunto de la forma
Q = coU + conoV (11.37)

es necesariamente un poliedro si U y V' son conjuntos compuestos por finitos vec-
tores. Como un resultado preliminar supongamos que V = {a',...,a™} donde
a',...,a™ € R™, mostraremos que el cono convexo cerrado @) que corresponde

a la clausura positiva de los elementos en V:

Q = cono{al,...,a™} = conoV
= {y1a1+-~-—|—ymam:yiEOVizl,...,m}
= {Aty|yZOean}

(siendo A la matriz cuyas filas son los vectores al,...,a™) es justamente un
cono poliédrico definido por un conjunto de desigualdades lineales homogéneas.
Utilizando los resultados de la seccién anterior encontramos que

Q" ={zeR"|d" -2 <0Vi=1,...m} (11.38)

de manera que el polar de @ es un cono poliédrico. Al principio de esta seccién
sefialamos que cada poliedro admite una representacién como (?7?), entonces
puesto que Q¥ es un poliedro deben existir conjuntos finitos:

U = {a" :1=1,...)k
Vo= J{Laj :j:k+1,..}.,l} (11.39)
tales que Q° = colU + conoV.
Puesto que @ es un cono convexo y cerrado que contiene al origen, encon-
tramos:
Q = Q% = (coU + conoV)’
= {mER"\ai-xS1;aj~x§OSii€I;jEJ}

donde I ={1,...,k} y J={k+1,...,l}. Aqui hemos utilizado los resultados
de dualidad de la seccién anterior. Por tltimo veremos que I = @& porque @ es
un cono convexo. Dado z € @ y A > 0; Ax € @, porque @ es un cono entonces:
sii € I tenemos a’ - (A\r < 1 luego a’ - x < 1/ asi que a* - z < 0. Por lo tanto
al-x<0Viel, Vo eQ@,luego I C.J o simplemente I = &.

De esta manera concluimos que @) se puede expresar como el cono poliédrico:

Qz{xeR"\ai-xSOVizk—Fl,...l}.

En resumen, toda clausura positiva finita @Q = cono{a®,...,a™} = conoV se
puede expresar como un cono poliédrico: Q = {x € R" | Az < 0}. Finalmente
veremos que cuando U y V' son conjuntos finitos como aparecen en (77?), entonces
el conjunto

@ = coU + conoV

es un poliedro. Es decir, podemos expresar a () como el conjunto de puntos
en R™ que satisfacen una coleccion finita de desigualdades lineales. Como una
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ayuda técnica introduciremos el conjunto S C R™*! definido de la siguiente
manera;

S = cono{(ai;l),(aj;O) ci1el;je J}
y notamos que z € @ siy sélo si (z;1) € S. Cuando z € @ tenemos:
k 1
xr = Z Aat + Z ’}/ja]
i=1 j=k+1

donde A1, ..., A\k;Veat1, -, >0y Zle A; = 1 entonces

k 1
(z;1) = ZAi(ai; 1)+ Z 7, (a’;0)
i=1 j=k+1

estd en S porque es una combinacién positiva de elementos en {(a’;1) : i € I}
y elementos en {a’ : j € J}. Reciprocamente si (z;1) € S, entonces

k !
(1) =Y Nl 1)+ Y y5(a’;0) (11.40)
i=1 j=k+1
donde A1, ..., Ag;Vkt1,---,v = 0 igualando la tltima componente en (?77) en-

k
contramos 1 =) "> ; A; por lo tanto  se puede expresar como:

k 1
T = Z \ia® + Z 'yjaj
i=1

j=k+1

igualando las primeras n componentes en (?7?). Entonces z € Q = coU + conoV'.
Ya hemos visto que un cono convexo definido como la clausura positiva de
un conjunto finito de vectores puede expresarse como un cono poliédrico:

Sz{yeR”+1|A0y§O}

donde Ay es una matriz con m filas y n + 1 columnas. Cada vector y € R*+!
lo expresamos como y = (x;t) separando explicitamente su tltima componente

t. Asi que x inR"™. También podemos expresar la matriz Ag como Ay = {A b}

donde b es su ultima columna, entonces A tiene m filas y n columnas. Por lo
tanto

Apy = [Afb] [ f ] = Az +tb

asi que:
S ={(x;t) e R" | Az < tb}

puesto que x € @ si y s6lo si (z;1) € S encontramos que z € @ si y sélo si
Az < —b, luego:
Q={x eR"|Ax < —b},
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y asi conseguimos demostrar que @) es un poliedro porque admite una repre-
sentacion dada a través de un conjunto finito de desigualdades lineales.

Problema: 11.5.1. Muestre que si A es un conjunto convezxo y cerrado con un
numero finito de caras entonces A debe ser un poliedro.

Solucién: 11.5.1. Puesto que A es convexo y cerrado podemos expresar al
conjunto A como:
A=L+C

donde L es el espacio de linealidades de A y C' es un conjunto convexo, cerrado
sin linealidades. No es dificil mostrar que cuando F es cara de C, entonces
L+ F es cara de A: sean x,y € A tales que |x,y[ intersecta con L+ F, entonces
r=a'4+2%y=y'+y? 2= dr+(1-Ny € L+F donde X € (0,1), 2, y' € L;
22,y? € C.

z=21422

con

porque la representacion z' + 22 = z con 2zt € L, 22 € C es tnica debido a que
C =ANL*. Como F es cara de C tenemos que x2,y* € F, luego x = x' + 22,
y=y'+y* €L+ F.

Puesto que L+ F' es cara de A cuando F' es cara de C, entonces C' debe tener
finitas caras. Si comprobamos el resultado bajo el supuesto de que C es convexo,
cerrado con finitas caras y sin linealidades no triviales, entonces C' debe ser un
poliedro, ast que C' = coU + conoVyy, donde U, Vy son finitos.

Tomando V = U -G U Vy donde B es la base de L, encontramos que

A = coU + conoV

donde U, V' son finitos, asi que A debe ser un poliedro. Debemos comprobar el
resultado para C, puesto que C' es convexo y cerrado y no posee linealidades no
triviales, podemos expresar a C como:

C = co(ext(C)) + cono(dirx(C))

donde ext(C) es la coleccion de puntos extremos de C' y dirx(C) es la coleccion
de direcciones extremas de C. Puesto que C tiene un nimero finito de caras,
ext(C) debe ser un conjunto finito y dirx(C) debe ser también finito.



Capitulo 12

Programacion lineal

Veremos aqui la utilidad de los elementos de anélisis convexo que hemos estu-
diado para comprender mejor una familia particular de programas matematicos
denominados programas lineales. Un programa matematico es un problema de
optimizacién que pretende encontrar el mejor valor (méximo o minimo) de una
funcién f(z) definida en un conjunto 2 incluido en un espacio euclidiano R™.
En forma breve un programa matemaético se representa como

min f(z) (12.1)
con 2 C R™. Eventualmente min puede ser sustituido por max. Las componentes
del vector x se denominan variables de diseno, la funcién f se denomina funcién
objetivo y el conjunto €2 se denomina conjunto factible.

Cuando 2 = @ decimos que el problema es infactible, cuando 2 = R" esta-
mos tratando un problema sin restricciones. Las caracteristicas y propiedades
de la funcién f y el conjunto €2 definen familias muy importantes de programas
matematicos que requieren métodos y técnicas particulares de andlisis para su
estudio, solucion y comprensién. Por ejemplo si f es una funcién convexa y €2
es un conjunto convexo estamos tratando con programas convezxos.

En este capitulo concentraremos nuestra atenciéon en programas lineales, es-
tos son aquellos programas matematicos en los cuales f es una funcion lineal y
Q estd descrito por una familia de desigualdades lineales:

Q:{mER"|ai~x§biconi€I}

donde a',...,a™ € R" Vi € [ = {1,...,m}. Evidentemente € es un poliedro.
Brevemente, un programa lineal es un programa matematico en el cual la fun-
cién objetivo es una funcion lineal y su conjunto factible es un poliedro. Cuando
nos encontramos con un problema matemaético como (??) la primera pregunta
que nos hacemos es si es factible o infactible porque cabe la posibilidad que
Q) = @ porque no haya ningin punto factible que cumple todas las condiciones
en la definicion de €2. Si Q) # & decimos que el programa es factible y a todos
los puntos en (Q los llamamos soluciones factibles. Después de verificar que el

29
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programa matemdtico (??) es factible comprobamos si estd acotado interior-
mente, es decir si el conjunto {f(z) : x € Q} tiene una cota inferior, si esto
no ocurre el problema tiene poco sentido porque podemos hacer el valor de
f(x) arbitrariamente grande con signo negativo. Es comun encontrar progra-
mas lineales no acotados. Cuando un programa matematico en la forma (?7)
estd acotado inferiormente, no es completamente seguro que tenga una solucién
o minimizador, esto es un punto z* € Q tal que f(z*) < f(z) Vz € Q. Por
ejemplo si f(z) = e~I1ell” con Q = R™ el programa estd acotado interiormente
pero carece de minimizadores. Se requieren condiciones adicionales para justi-
ficar que un programa matematico como (??), acotado inferiormente, tiene una
solucién, por ejemplo cuando 2 es compacto y f es continua, el programa tiene
solucioén, sin embargo estas condiciones son demasiado restrictivas. Veremos més
adelante que un programa lineal, cuando estd acotado siempre tiene solucion.
Los puntos factibles de un programa lineal se denominan soluciones factibles y
las soluciones de un programa lineal se denominan soluciones 6ptimas.

En primer lugar consideremos la acotacién y existencia de soluciones de
programas lineales. Dado un programa lineal en la forma general

minc- (12.2)
zeP

donde P C R™ es un poliedro, ¢ € R™ /{0} y € R™, serd muy Ttil emplear
la caracterizacién de poliedros que nos proporciona el andlisis convexo. Puesto
que P es convexo y cerrado lo podemos expresar como:

P=L+Q

donde L es el espacio de linealidades de Py Q@ = PN L*, asi que Q es un
poliedro cuyo espacio de linealidades es trivial. Es facil ver que si L no es trivial
entonces el programa lineal (?7?) no estd acotado cuando ¢ ¢ L. Basta ver
que puesto que ¢ ¢ L, existe y # 0 en L tal que c¢-y # 0; tomando z € Q
encontramos que: x = yy + z € P sonde ¢- . =v(c-y) + ¢- 2z y v es un escalar
arbitrario, asf que ¢ - puede hacerse tan pequeno (hacia —oo) como se quiera.
Cuando ¢ € L* los valores ¢ - x en P estdn definidos por los valores de ¢ -z en
Q:
ccx=c-(y+z)=c-y+c-z=c-z

cuandoz € Pconzx=y+z,y€l, z€ Q.

Vemos de esta manera que si L es trivial 6 ¢ € L+ el problema esté completa-
mente definido por el poliedro @, por lo tanto podemos suponer que el poliedro
P carece de linealidades, puesto que P es un conjunto cerrado y convexo admite
la descripciéon P = co (ext(P)) + cono (dirx(P)) donde ext(P) representa el con-
junto de puntos extremos de P y dirx(P) representa el conjunto de direcciones
extremas de P. Puesto que P es un poliedro ext(P) y dirx(P) son conjuntos
finitos.

Proposicion: 12.0.1. Cuando P es un poliedro no vacio que carece de lineal-
idades, si {y',...,y*} es la coleccion de sus direcciones extremas, el programa
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lineal (7?) estd acotado inferiormente si y solo sic-y' >0Vi=1,...k.

Proposicién: 12.0.2. Cuando P es un poliedro no vacio sin linealidades, tal
que el programa lineal (??) estd acotado inferiormente, entonces al menos uno
de los puntos extremos de P es solucidn factible dptima del programa lineal (77).

Proposicion: 12.0.3. Cuando P es un poliedro no vacio, sin linealidades, tal
que el programa lineal (7?) estd acotado inferiormente, entonces el conjunto
de soluciones factibles dptimas del programa lineal (??) estd formado por la en-
voltura convexa de los puntos extremos de P que son soluciones factibles dptimas
de (?7) y cualquier traslacion de los puntos en dicha envoltura por un vector
que se pueda expresar como combinacion positiva de las direcciones extremas de
P que son perpendiculares (ortogonales) con c.

Corolario: 12.0.1. Sea P un poliedro no vacio que no contiene linealidades,
cuyas direcciones extremas las indicaremos como {y*, ..., y*} si las tiene. Supon-
dremos que el programa lineal (?7) estd acotado inferiormente y que ninguna
de las direcciones extremas de P es perpendicular (ortogonal) a c. Observe que
estas dos suposiciones se resumen afirmando que ¢ -y’ > 0 Vi = 1,...k. En
estas condiciones el conjunto solucion del programa lineal (??) es la envoltura
conveza de los puntos extremos de P que son soluciones factibles dptimas del
programa lineal (?7). Como ya vimos, en estas condiciones siempre hay un pun-
to extremos de P al menos, que es solucion factible éptima del programa lineal
(7?). Concluimos que, bajo las suposiciones hechas, el conjunto solucidn del pro-
grama lineal (77) es un simplex (politopo), luego es cerrado, convexo y acotado.

Corolario: 12.0.2. Sea P un politopo. El conjunto solucién del programa lineal
(?7?) es el politopo que corresponde a la envoltura convezxa de los puntos extremos
de P que son soluciones factibles dptimas del programa lineal (??). Por lo que
hemos expuesto antes, siempre existe un punto extremo de P que es solucion
factible dptima del programa lineal (?7).

Demostracion: La demostracién de los resultados enunciados es consecuencia
inmediata de la estructura general de los poliedros que presentamos en el capitu-
lo anterior. Sean z', ..., z! los puntos extremos de un poliedro P que carece de
linealidades y sean y',...,y* sus direcciones extremas, puesto que P admite la
representacion

P:co{xl,...,xl}+cono{y1,...,yk}

entonces cada punto de P se puede representar como

l k
T = Z izt + Z vy’ (12.3)
i=1 j=1
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donde A, ..., A\;,v1,. .. v > 0 con: 22:1 Ai = 1, reciprocamente cada expresion
como (?7?) representa un punto de P. Si eventualmente c - y? < 0 para alguna
direccién extrema 3’ de P, es facil darse cuenta que (??) no estd acotado inte-
riormente, basta tomar un punto x de P y observar que z = x + Ay € P con
A > 0 arbitrario, por lo tanto z es una solucién factible para cada A > 0, pero
el valor de la funcién objetivo en z es: ¢c-z =c-z+ Ac-y? y como c-y/ <0, c-z
se puede hacer arbitrariamente grande con signo negativo, eligiendo A > 0 ade-
cuadamente. Por lo tanto, una condicién necesaria para que el programa lineal

(?7) esté acotado interiormente es que c¢-y? > 0Vj =1,...,k donde ¢, ..., ¢y*
son las direcciones extremas de P. Veremos ahora que también es una condicién
suficiente. Si suponemos que c¢-y? > 0Vj = 1,...,k, entonces dado = € P,

expresado en la forma (?7?), tenemos

1 k l
c-sz)\ic-xi—FZ"yjc-yjZZx\ic-xi (12.4)
i=1 j=1 i=1

porque 71, ...7k > 0 en (??). Si mostramos que la expresion en (?7?) a la derecha
estd acotada interiormente, entonces también serd este el caso para el progra-
ma lineal (??). Notamos que la expresién a la derecha de (?7?) es la funcién
objetivo lineal del programa lineal (?7?) evaluada en un punto genérico de la
envoltura convexa del conjunto {z!,... 2!} formado por los puntos extremos
de P. Pero sabemos que las funciones lineales son continuas y que co{z!,..., 2!}
es compacta, asi que la funcién continua c - z debe alcanzar un minimo entre
sus puntos. Con esto hemos mostrado que el programa lineal (??) estd acotado
interiormente si y solo si c-47 > 0Vj =1,..., k. Como acabamos de ver, la fun-
cién lineal  — ¢ -z toma un minimo en co{z?, ..., z!}, veremos que tal valor
minimo se puede conseguir en alguno de los puntos extremos de P. Supongamos
que z € co{x!,..., 2!} entonces x se puede expresar como:

l
=Y N\a' (12.5)
=1

donde \; > 0Vi=1,...,[ con Zlizl A; = 1. Reciprocamente cualquier punto
con la forma (??) es un punto de co{z!,...,z'}. El valor de la funcién objetivo
en T es: l
c-x:Z)\ic-wi (12.6)
i=1

y vemos que la expresién a la derecha en (77?) es la combinacién convexa de una
coleccion finita de ntmeros reales, asi que:

l

E Nic-zt > min ¢-a*
— 1<i<i
i—

cuando A1,...,A; > 0 con A\; + --- + A; = 1. Claramente existe al menos un
j € {1,....1} tal que: minj<;<;jc-x* = ¢- 27 luego 22:1 Aic-x* > c- 2
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VAL, ..., N >0con \j+- -+ = 1. Por lo tanto c-z > c-27 Vo € co{z!,... 2!},
pero evidentemente z7 € co{z!,... 2!}, luego 27 es un punto extremo de P
donde la funcién objetivo lineal ¢-x alcanza un minimo, no solo sobre el conjunto
co{x!,..., 2!} sino sobre todo el poliedro P, dado que

P:co{xl,...,xl}+cono{y17...,yk}

entonces
l k
c-x = Z)\Z-oxi—&—z'yjoyj
i=1 j=1
l
> ) Nie-a (12.7)
i=1
> minc-z'=c-a’
1<i<l
donde hemos utilizado la suposicién de que c-y? > 0 V5 = 1,...,k debido a

que el programa lineal (??) estd acotado inferiormente. Estudiando con detalle
las desigualdades en (??) vemos que si la funcién lineal ¢- x alcanza un minimo
en P, esto solo puede ocurrir en aquellos puntos z’inP que se puedan expresar
como combinacién convexa de los puntos extremos de P que son soluciones
factibles éptimas para (??); o en aquellos puntos de esta misma combinacién
convexa trasladados por una combinacién positiva de direcciones extremas de
P ortogonales con c. Asi, cuando ¢-z = minj<;<;c- 2 en la expresién

1 k
x = Z At + Z vy’ (12.8)
i=1 j=1

tan solo pueden ser positivos los coeficientes ); correspondientes a puntos ex-
tremos x' de P tales que

c-2*= min c-z*
1<i<l

que son justamente aquellos puntos extremos de P, soluciones factibles 6ptimas
del programa (??). De la misma manera, en la expresién (??) tan solo pueden
ser positivos los coeficientes y; correspondientes a direcciones extremas de P
ortogonales con ¢, es decir aquellas 37/ tales que ¢ -y’ = 0, en caso contrario
¢y’ > 0y podemos elegir v; = 0 lo cual mejora el valor de la funcién objetivo en
x. Asi que en (?7?) tan solo pueden aparecer explicitamente direcciones extremas
ortogonales a ¢ y puntos extremos de P que también sean soluciones factibles
6ptimas del programa lineal (?77).
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12.1. Caracterizacion de soluciones factibles op-
timas

Consideremos un programa lineal en la forma general:

minc-x
s.a.
. . 12.9

a'-x=b; i=1,....,m ( )

a’-x > 0b; j=m+1,....k
donde ¢, z € R, los vectores a',...,a™ € R™ y los escalares by,...,b,, € R
indicados por el indice i representan las restricciones en forma de igualdad y los
vectores a™t!, ... a® € R™ junto con los escalares by, 11, . ..,b; € R, representan

las restricciones en forma de desigualdad indexadas por el indice j.

Cuando z es un punto factible del programa lineal (?7?), él cumple con todas
las restricciones en forma de igualdad en (??) y entre las restricciones en forma
de desigualdad en (??) puede cumplir algunas en forma de igualdad y otras en
forma de desigualdad estricta. Dado un indice j € {m+1,...,k} evidentemente
a x> bj si ocurre que a -z = b; decimos que la restriccién (dada como
desigualdad) j estd saturada en el punto factible . Podemos definir el conjunto
I(x) como el conjunto de indices en {m +1,...,k} que correspondes a aquellas
restricciones de desigualdad del programa (?7?) saturadas en el punto x:

Iz)={je{m+1,...,k} : &/ -2 =1b;}.

Esta familia de restricciones donde = estd saturada es importante para de-
terminar si un punto factible x es solucion factible 6ptima del programa lineal
(??). Veremos que un punto factible z de (??) es solucién factible 6ptima del
programa lineal (??) si y solo si podemos expresar a ¢ como:

m k
c= Z%ai + Z Aja?
i=1

Jj=m+1

donde v1,...vm € R; Appg1,. .., A > 0 con: \; = 0 cuando a’ - Z > bj, lo cual
es equivalente a decir que podemos expresar a ¢ como:

c= i%ai + Z )\jaj
i=1

Jj€l(z)

siendo v1,...vm € R; A; > 0Vj € I(Z). Para justificar esta caracterizacién de
las soluciones factibles 6ptimas de un programa lineal como (??) emplearemos
un colorario del Lema de Farkas:

1. Dados ¢; a',...,a™ € R"
at-y>0Vvi=1,...,m

implica ¢ -y > 0 si y solo si
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c=XMat+ -+ Apa™
con A, ..., Am > 0.
2. Dados Dados ¢; a',...,a™; ™, ..., a* € R".
a-y=0vi=1,...,m
a - y>0Vi=m+1,....k
implica ¢ -y > 0 si y solo si
¢c=ma' - @™ + Appra™ T 4 Aa
con i, .- Ym € Ry g1y .-, A >0
El lector deberia que 7?7 es el planteamiento bésico del Lema de Farkas y
deberia probar facilmente 77 y 77 con las herramientas de anélisis convexo
que hemos estudiado hasta ahora. La caracterizacién de las soluciones factibles
Optimas que hemos presentado sigue facilmente de la afirmacién dada en ?7.
Supongamos que T es una solucién factible éptima del programa lineal (?7)
y supongamos que y es un vector tal que
a-y = 0 Yi=1,....m
-y > 0 cuadoj € I(z)
entonces es ficil ver que hay un p > 0 suficientemente pequeno tal que T + py
es un punto factible. Considere que: a* - (T + py) = a’ - T + pa’ - y = b; cuando
i=1,...,m; ademés a’ - (T+ py) = a’ - T+ pa’ -y > b; cuando j € I(T) y
a’ - T > b; si j ¢ I(Z) entonces podemos elegir p > 0 tal que
al - (Z+py)=a’ T+ pal -y >b;
tomando p suficientemente pequeno. Puesto que Z es solucién factible éptima,
tenemos:
c-x<c(T+py)=c-T+pc-y
por lo tanto 0 < ¢ - y. Esto muestra que -y > 0 con j € I(Z), aplicando el lema
de Farcas en su forma ?? encontramos que:

m
=Y+ Y
i=1 jeI(Z)
donde donde 71,...7m € R; A; > 0 Vj € I(Z). Reciprocamente, supongamos
que ¢ puede expresarse como

m
c= Z’yiai + Z Aja?l

i=1 JeI(z)
donde A; > 0 y Z es un punto factible de (??). Veremos que Z es solucién
factible 6ptima de (??). Tomamos y = x — Z, con z una solucién factible,
asi encontramos que a* -y =a'-x—a'-T =b; —b; =0 parai = 1,...,m,
ademés @/ -y =a’ -x —a’ T = a’ - x —b; > 0 cuando j € I(Z), entonces
c-y=c-(x—1=2)>0luego -x > - cuando z es una solucién factible arbitraria
de (?7). Por lo tanto & es solucién factible éptima.



Capitulo 13

Dualidad en programas
lineales

Si consideramos un programa lineal definido como:

minc-x
s.a. (13.1)
A-z>0

con x > 0 en R", donde A es una matriz de dimensiones mxn, c € R* y b € R™
podemos plantear de forma natural un nuevo programa lineal como:

maxb -y
s.a. (13.2)
Aty <c

con y > 0 en R™.
Observe que las manipulaciones que hemos hecho en el problema (??) para
obtener (?7?) son bastante naturales:

= Cambiar un proceso de minimizacién por uno de maximizacion.

= Cambiar la matriz A por su traspuesta.

= Tomamos desigualdades lineales con el sentido opuesto.

= Planteamos un nuevo programa lineal con variables de disefio y € R".

Observe que muy facilmente el programa (??) lo podemos expresar en forma
de un programa de minimizacién con restricciones que utilicen desigualdades de
tipo >:

min —b -y
s.a. (13.3)
_At -y Z —c

36
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con y > 0 en R™. Donde (??) es exactamente el mismo problema que (??). Si
aplicamos los mismos pasos que empleamos para obtener (??) a partir de (?7)
sobre el programa lineal (?7) obtenemos:

max —c-
s.a. (13.4)
—-A-x<-b

con x > 0 en R", y este es exactamente el mismo problema que planteamos en
(?7).

Por esta razén llamamos a los programas lineales (?7) y (??) programas
duales, porque cada uno se obtiene del otro siguiendo la lista de procedimientos
enunciada, la cual resulta finalmente ser reversible (ver figura ?7).

Figura 13.1: Operaciones de dualidad en programas equivalentes. (P) es (77?)
(D) (??); (P') y (D') sus duales.

Con mayor precisién llamaremos al programa (??) programa primal y al
programa (??) programa dual y debe quedar claro de esta presentacién que
(??) es el programa dual de (?7?) y viceversa.

Emprenderemos ahora un estudio mas detallado de la relacion entre progra-
mas duales. Trataremos de buscar relaciones mas profundas entre una pareja de
programas duales més alld de la simetria en su presentacién. Cuando z € R” es
una solucién factible del programa primal (??) e y € R™ es una solucién factible
del programa dual (??) decimos que (z,y) es una pareja de soluciones factibles.
Es muy importante resaltar que no siempre se puede contar con una pareja de
soluciones factibles dada cualquier pareja de problemas duales. Profundizaremos
en esto més adelante.

Cuando (z,y) es una pareja de soluciones factibles para los problemas duales
(??) v (??) vemos facilmente que: b-y < ¢ -z lo que nos indica que ¢ - x es
una cota superior para el problema dual (??) y b -y es una cota inferior para
el problema primal (??), de donde se concluye que ambos problemas tienen
soluciones factibles 6ptimas debido a que ambos son programas lineales (todo
programa lineal acotado tiene minimizadores).

Dada una pareja de soluciones factibles (Z,§) para los problemas duales (?7)
y (??) tal que

b-g=c-Z (13.5)
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concluimos facilmente que (Z,y) debe ser una pareja de soluciones factibles
6ptimas (expliquelo).

No es tan evidente, pero vemos que es cierto, que (?7?) es también una condi-
cién necesaria para que (T, ) sea una pareja de soluciones factibles 6ptimas de
los problemas duales (?7?) y (?7). Es natural preguntarse las relaciones entre la
factibilidad y la optimalidad de los problemas duales (??) y (??). El siguiente
resultado aclara estas preguntas naturales.

Teorema 13.0.1 (TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA DUALIDAD EN
PROGRAMACION LINEAL). Dada una pareja de programas lineales duales
como se enuncian es (17) y (7?), una y sdlo una de las siguientes afirmaciones
es cierta:

1. Ambos problemas son factibles, una pareja de soluciones factibles (T,7y)
estd formada por soluciones factibles optimas si y solo sib-y=c- T.

2. Alguno de los problemas (??) ¢ (??) es infactible. Cuando uno de ellos
resulta factible, entonces debe ser no acotado.

Para mostrar este resultado recordaremos un resultado auxiliar que vimos
como consecuencia de los teoremas del Alternativo:

Lema. Si X € R"™™ es antisimétrica, eviste un x € R tal que Xz > 0 y
Kx + x> 0.

El lector puede dar la prueba de este resultado a partir de los teoremas
bésicos del Alternativo propios del estudio del andlisis convexo.

Aplicaremos este resultado sobre la matriz antisimétrica K € R™+t7+! defini-
da como:

0 A —b
X = —At 0 c
b -t 0

asi que debe haber un vector (y;z;t) en RT“’H tal que

Y Y Y
X = >0 K| = |+ =z >0
t t t
lo cual se traduce en las siguientes desigualdades:
Ax —tb>0 Ax —tb+y >0
—Aly+tc>0 —Aly+tc+z>0 (13.6)
b-y—c-xz>0 b-y—c-x+t>0.

Analizaremos dos casos alternativos y excluyentes:
i. Cuando t >0

ii. Cuando ¢t =0
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Si aceptamos i. definimos Z = x/t, § = y/t y encontramos: z € R}, § € R
con AT > b; Aty < ¢, luego (Z,7) es una pareja de soluciones factibles luego
b-y <c-Z, pero ala vez en (??) vemos b-§ > ¢ Z luego (Z,y) es una pareja
de soluciones factibles éptimas. Evidentemente, si (Z,§) fuera una pareja de
soluciones factibles éptimas deberiamos tener b-y = b-y =c-Z = c¢- T de
lo contrario no podrian ser éptimas. Esto muestra que cuando ¢ > 0 ambos
problemas son factibles y existe una pareja de soluciones factibles 6ptimas para
ellos.

En el caso alternativo excluyente t = 0 encontramos que las desigualdades
en (?7?) tomas la forma:

Ax > 0
+AYW < 0 (13.7)
b-y—c-x>0

con x € RY, ey € RY. Veremos que los problemas duales (?7) y (??) no
pueden ser ambos factibles a la vez: Si (Z, §) es una pareja de soluciones factibles
entonces T € R}, y € R con:

A% > b, Aty <e.
Con esto encontramos que:
b-y<Az-y=i-Aly <0 (13.8)
donde hemos utilizado AZ > by Aty < 0. De manera semejante encontramos
—c- < -Aj-r=—7-Ar <0 (13.9)

donde hemos empleado A’y < ¢y que Az > 0. Uniendo (??) y (??) encontramos
que b-y —c-x <0 lo cual contradice (?7).

De esta manera encontramos que ambos problemas (??) y (??) no pueden
ser factibles a la vez cuando ¢t = 0. Podriamos pensar que a pesar de ello hubiera
tan solo uno factible con una solucién factible 6ptima. Veremos que no cabe esta
posibilidad. Supongamos que (?7) es factible, entonces existe & € R tal que
AZ > b, definimos Z + Ax con A > 0 y encontramos que & + Az es factible:
T+ Az > 0 porque 2,7 € R y A > 0. Ademas A(Z + \x) = AZ + NAz > b
porque AZ > by Az > 0 con A > 0. Por otra parte ¢- (Z + Ax) =c-Z + Ac- .
Peroc-x <b-y < Az -y = & - Aty < 0 donde hemos empleado (?7?). Asi que
¢ (Z+Ax) — —oo si A — oo donde Z+ Az es factible para el programa (?7) para
cualquier A > 0. Esto muestra que si (??) es factible, entonces no esta acotado.
Un andlisis semejante muestra que si (?7) fuera factible, entonces no estarfa
acotado. Nos queda por aclarar si en una pareja de programas duales pueden
ambos ser infactibles. La respuesta es afirmativa y se aclara en el siguiente
ejemplo:
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Si planteamos un programa unidimensional lineal como Si consideramos un
programa lineal definido como:

min ¢z
s.a.

a1y > by
T Z 0

(13.10)

su dual es
max b1y1
s.a.
a11y1 < 1
y1 >0

(13.11)

tomando a;; = 0, ¢; < 0y by > 0 encontramos que los conjuntos factibles de
(??) y (?7) son ambos &.

Reciprocamente si (Z,y) es una pareja de soluciones factibles que cumplen
con las relaciones de complementaridad:

T-(A'J—c)=0 (13.12)
y-(Az —b) =0 (13.13)
(13.14)

entonces (Z,y) es una pareja de soluciones factibles éptimas. Basta ver que
c-T=%-Aly=Az -y =0b-j asi que T e § son éptimas.

13.1. Dualidad generalizada

Supongamos que planteamos un programa lineal que involucra restricciones
de igualdad y a la vez restricciones en forma de desigualdades, por ejemplo:

mince-x
sa. Ax>b (13.15)
Az =V

con c,x € R*, A € R™*" A" € RF*" con b € R™, ¥ € R™. El programa
lineal (??) lo podemos expresar en la forma de un programa lineal que involucre
solamente restricciones de desigualdad:

minc-x
s.a.

A b
A’ T > v

Y Ly
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con x € R™, y este lo podemos representar en la forma de un programa lineal
que involucre solamente variables positivas, asi que:

minc-x

s.a.
A b
(13.16)
A (.T/ _ Z‘N) > I

_A -

donde x = 2’ — 2" con ', z"” € R’ y vemos que (??) se puede llevar a la forma:

C X
min .-
—c l,//
S.a.
A —A b
'A,' _'A; ( a:/’/ > - b, (13.17)
N >
—A" 4+ A —b
:L'/
con - | eRE®
.’L‘N

que corresponde a la forma en que hemos presentado el principio de dualidad
en programacion lineal. Por lo tanto el programa dual correspondiente a (?7?)
es:

méxb-y+b -yl —b - y?

s.a.

AterA’tyl fA’tyQ <ec

—Aty —A'tyl —I—A’tyQ < ¢

con ye€RY; yl,y? € Ri
el cual toma la forma simplificadas:

/

maxb-y+b -y
s.a.

Aly+ A"y = ¢
donde yeRTY, y eRE.

(13.18)

Observe que hemos tomado 3y’ = y' — y? en R*. A partir de este ejercicio
nos damos cuenta que dado un programa lineal primal como (??), que involucra
restricciones de igualdad y restricciones en forma de desigualdad, su correspon-
diente programa dual (??) consta de m variables duales y € R™ sujetas a
condiciones de positividad y > 0 y k variables duales 3/ € RF libres, es decir
que no estan obligadas a ser positivas. Es de suma importancia recalcar que
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cada restriccién en forma de desigualdad > da lugar a una variable dual y; > 0;
asimismo cada restricciéon de igualdad = da lugar a una variable dual y; sin re-
striccion de positividad. Es muy importante senalar que todas las restricciones
que aparecen en el programa dual (??) estdn dadas en forma de igualdad:

ai~y+a'i~y':ci

parai=1,...,n donde a',...,a" son las columnas de la matriz A y a1, ..., a™

son las columnas de la matriz A’. Esto obedece al hecho que las variables del
problema primal no estdn sujetas a condiciones de positividad: z € R™ y cada x;
puede ser positiva o negativa. El lector puede repetir el ejercicio presentado en
esta seccién para observar que si hubiera un conjunto de indices J C {1,...,n}
que representara un conjunto de variables en el problema primal (??) obligadas
a ser no negativas:

T >0 VYjeld

esto ocasionaria, al final del argumento que las restricciones correspondientes
a los indices j en J tomaran la forma de desigualdades en el sentido <, esto
significa que el programa lineal primal general

minc-x
s.a.
Ax > b
Ay :_b’ (13.19)
con z; >0VjeJ
y z e R”
tiene por dual al programa lineal
maxb-y+b -y
s.a.
aJ: y+aloy <c¢; Vjed (13.20)

o y+adiy=c; VigJ
con y>0eR™ ¢y cRF

De esta manera encontramos la forma general de plantear programas duales
a partir de programas lineales primales dados en la forma general (??); lo cual
puede resumirse brevemente:

1. Las restricciones en forma de desigualdad con el sentido > en el programa
primal, dan lugar a variables duales sometidas a condiciones de positivi-
dad.

2. Las restricciones en forma de igualdad en el programa primal, dan lugar
a variables duales libres.

3. Las variables primales bajo condiciones de positividad, dan lugar a restric-
ciones en forma de desigualdad con el sentido < en el programa dual.

4. Las variables primales libres dan lugar a restricciones en forma de igualdad
en el programa dual.
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13.1.1. Forma general del teorema de la dualidad

Dada la pareja de programas duales (??7) y (?7); una y solo una entre las
siguientes afirmaciones es cierta:

1. Ambos problemas son factibles y existe una pareja de soluciones factibles
optimas: (Z; (7,7')) que se caracterizan por

b-j+b -y =c-z

2. Uno de los problemas al menos, no es factible y cuando uno de ellos lo
sea, entonces necesariamente no estard acotado.

13.1.2. Forma general de las restricciones de complemen-
taridad

Una pareja de soluciones factibles (Z; (7,%’)) para los problemas duales (77?)
y (?7?) es una pareja de soluciones factibles éptimas si y solo si:

zj(a y+a7 -y —c;)=0 VjeJ
Yo (bp — AT), =0 Yk=1,....m
ur (b —a¥z), =0 Vk=1,....m

con oF la fila k-ésima en la matriz A.

13.1.3. Lema de Farkas no homogéneo

Como una aplicacién de los resultados generales de dualidad en programacion
lineal, presentaremos el siguiente resultado conocido como Lema de Farkas no
homogéneo. La prueba empleada ha sido sugerida por el profesor Fernando
Palacios:

Cuando a®;al;...,a™ € R™, v0;71,-..,%m € R siendo la familia de restric-
ciones lineales

at-x <~y Vi=1,...,m

factible, entonces existen coeficientes Aq,...\,, > 0 tales que

m

a’ = Z)\iai; Yo > i)\i% (13.21)
i=1

i=1

siysolosia®-ox < Vi=1,...,m implica a® - z < 7.

Demostracion:

Es muy fécil ver que si las expresiones en (??) son ciertas con coeficientes
Al,...Am > 0, entonces a® - < vy siempre que o' -z < ; Vi = 1,...,m.
Reciprocamente supongamos que a’ -z < ; Vi = 1,...,m implica a® - z < 7o.
Puesto que la coleccién de restricciones lineales a’ -z < v; con i = 1,...,m
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es factible, entonces a’ - 2 < 79 para un tal x € R™ que cumple con ellas.

Planteamos el programa lineal:

méaxal -z
s.a.
adr <~y Vi=1,...,m (13.22)
con ze€R"
cuyo dual toma la forma
min-y -y
o (13.23)

>ty yia' = a
con y € R

Puesto que el problema primal es factible y acotado: factible porque existe un
x € R™ que satisface a' - ¢ < ~; para cada z solucién factible, entonces debe
existir una pareja (Z,y) de soluciones factibles ptimas, por lo tanto existe
y€R™ con iy >0 tal que > ", g;a’ = a’ tal que ¢ es solucién factible 6ptima
de (??) y T es solucién factible éptima de (?7), entonces
vy=a’-T <7

porque 7 es solucién factible de (??) y hemos supuesto que a’ - z < 7o siempre
que a’-x <y Vi=1,...,m. Asi que 1, ...,%m > 0 tales que:

m m
> T <0 Y gial =d
=1 =1




Capitulo 14

Representacion estandar de
los poliedros

Para establecer métodos practicos de solucién de programas lineales, como el
método simplex, por ejemplo, serd conveniente tratar con poliedros que admitan
la representacién general:

P={zeR"/Az=0b; x>0} (14.1)

donde A € R™*™; b € R™; con m = rango(A4). Observe que un poliedro en
la forma (??) no contiene linealidades dado que hemos impuesto la restriccién
x > 0. Es evidente que no todos los poliedros pueden representarse en la for-
ma (?7), basta con observar que hay poliedros que si poseen linealidades. Sin
embargo, puesto que el papel de los poliedros y la representacién que utilice-
mos para describirlos, es una comoda representacion de los conjuntos factibles
de los programas lineales, lo que vamos a indicar es que introduciendo vari-
ables adicionales, denominadas variables de holgura, cualquier conjunto factible
correspondiente a un poliedro dado en su forma més general como:

P={zeR"/a"-z<b; coniel} (14.2)

donde at,...,a™ € R", by,...,b,, € R con I = {1,...,m}, siempre puede
representarse como un nuevo conjunto factible equivalente, que puede involucrar
algunas nuevas variables y que admite la descripcién general (??). Supongamos
que una variable de disefio x; en el conjunto factible descrito en la forma del
poliedro (?7?), no estd bajo una restriccién de positividad entonces podemos
introducir dos nuevas variables o}, 27 > 0 donde z; = 2, — x//. De forma similar,
si alguna de las restricciones en el conjunto factible (??) estd dada en forma
de desigualdad: a’ - z < b; introducimos una nueva variable de holgura z,, > 0
tal que a* -  + x,, = b;, asi obtendremos una restriccién en forma de igualdad
y un conjunto factible equivalente, mas no igual, al conjunto factible original
(??) pero que admite la representacién en la forma de un poliedro en la forma
estdndar: (?77). Para garantizar que m = rango(A) donde m es el nimero de
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filas de la matriz A: basta con que eliminemos las ecuaciones redundantes en el
sistema: Ax = b.

De esta manera podemos estar confiados que el conjunto factible de cualquier
programa lineal puede expresarse en la forma de un conjunto factible equivalente
que admite la representacién estdndar (?7?). La importancia de la representacién
estdndar (?7?) radica en que nos permite caracterizar de una manera practica los
puntos extremos y las direcciones extremas del poliedro P, cuando este se puede
expresar en dicha forma estdndar (??). Como veremos a continuacién, podemos
describir los puntos extremos de P y sus direcciones extremas en términos de
observaciones directas sobre la matriz A que define P en la forma estdndar (77).



Capitulo 15

Caracterizacion de puntos
extremos y direcciones
extremas

Nos ocuparemos aqui de caracterizar los puntos extremos o vértices de un
poliedro dado en la forma estandar:

P={zeR"/Ax=b; x>0} (15.1)
donde A € R™*" con rango(A) = m. Vamos a representar como a',a?, ..., a"
las columnas de la matriz A que representan vectores en R™. Evidentemente
m < n. Observemos que la ecuacién matricial Az = b puede expresarse como:

zia' + 290> + -+ 0" =b

donde b aparece como una combinacion lineal de las columnas de A tomando
las entradas en el vector de variables de diseno x € R™ como los respectivos co-
eficientes. Esta ecuacién proporciona una identificacion natural de las variables
de disefio con las columnas de la matriz A que puede representarse en forma
tabular como:

Lo [ @ [ 25 [ [ @0 |
a11 a12 a3 A1n
a21 a22 a23 a2n
a31 a32 az3 a3n
am1 Am?2 Am3 e Amn

La importancia de resaltar este hecho consiste en que si efectuamos un cam-
bio entre dos columnas de la matriz A, esta operaciéon no altera para nada el
sistema siempre que hagamos el mismo intercambio en las variables de diseno
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correspondientes. De aqui se desprende que cualquier tipo de reordenamiento
entre las columnas de la matriz A, no afecta de ninguna manera el sistema
en la medida que hagamos el mismo tipo de reenumeracion en sus variables de
diseno. En pocas palabras, un reordenamiento en las columnas de la matriz A es
equivalente a una nueva enumeracion de las variables de diseno en la definicion
del conjunto factible descrito como el poliedro (??). Esta sencilla observacién
serd de gran utilidad para comprender los procedimientos y argumentos que
utilizamos a continuacion.

15.0.4. Vértices o puntos extremos

Cada punto extremo x del polinomio P esta determinado por una seleccién
de m columnas de la matriz A, linealmente independientes que sin perder gen-
eralidad supondremos ocupan las primeras m posiciones: a',...,a™ y tomamos
una matriz invertible B = [a',...,a™] de dimensién m x m tal que B~'b >0y

- (7

lo que significa que las primeras m posiciones del punto extremo z estdn de-
terminadas por las correspondientes entradas del vector B~'b. Asimismo las
entradas restantes del vector x son nulas. En este punto el lector deberia notar
que la conveniencia en suponer que son exactamente las primeras m columnas
de A las que forman un conjunto linealmente independiente radica en que nos
permite caracterizar de una forma muy conveniente las entradas de x, como
un conjunto de m valores no negativos dado por el vector B~'b y un conjunto
de n — m entradas restantes nulas. En pocas palabras, el caso general con-
siste en seleccionar m posiciones entre las columnas de A, que correspondan a
m vectores linealmente independientes que den lugar a una matriz invertible
B € R™*™ tal que cuando se obtenga el vector de m componentes no negativos
B~'b, estas se reparten consecuentemente sobre las entradas del vector = segin
las posiciones de las m columnas linealmente independientes de A que dieron
origen a la matriz B. Puesto que siempre podremos reordenar tales columnas
y llevarlas a las m primeras posiciones en la lista de las columnas de A y dado
que esta operacién equivale a una reenumeracién de las variables del problema
que no influye en su geometria dejaremos aqui esta discusién y supondremos
que son justamente las m primeras columnas de A las que forman un conjunto
linealmente independiente.

Un punto x € P es un punto extremo de P si sélo si encontramos que las
m primeras columnas de A son linealmente independientes, forman una matriz
B = [al,...,a™] invertible de dimensién m x m tal que B~1b > 0 donde

iL’b
xr =
IEN
b

con 2z = B~'by 2V = 0 siendo z? el vector en R™ que representa las m primeras
entradas de z y 2 el vector en R”~™ que representa las tltimas n — m en-
tradas de x. Esta caracterizacién no se limita a las m primeras columnas de A
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y a las respectivas m primeras posiciones del vector x, se presenta asi tan solo
por comodidad en la exposicién, pero tiene validez en la forma general que es
facil de intuir a partir de esta presentacién particular.

Demostracion:

Supongamos que z es un punto extremo de P, dado que z > 0 en R", algunas
componentes de x seran positivas y otras nulas. Sin perdida de generalidad
supongamos que las primeras k componentes de x son positivas y las restantes
nulas:

z = (x1,T2,...,75;0,...,0) € R"

donde k£ < n. Afirmaremos sin demostracion que las correspondientes columnas
a',...,a* de A son linealmente independientes, pero volveremos a justificar esta
afirmacién més adelante. Puesto que el rango de A es m, tenemos que k < m, asi
que podemos completar la coleccién de columnas a', ..., a" hasta obtener una
coleccién de m columnas linealmente independientes a!,...,a*;a*t, ... a™
donde hemos supuesto, nuevamente sin perdida de generalidad, que estas m — k
columnas adicionales ocupan justamente las m — k posiciones a partir de la
posicién k. Si este no fuera el caso basta reordenar las columnas de A, lo cual

es indistinto para la geometria del problema porque representa una nueva enu-

x
donde 2 € R™ y ¥ € R" ™, puesto que x € P tenemos que z® > 02V >0y

b
c . o x
meracion de las variables de diseno. Podemos expresar x como x = ( N )

Az = b pero
b
: x
Arx = |B:N
< = ] ()
= Bab4 N2V
= Bz
= b
porque B = [a',...,a™] representa la matriz de dimensién m x m que contiene
las primeras m columnas de A y N = [a™T!, ..., a"] es la matriz de dimensién
m x (n—m) que contiene las restantes n —m columnas de A. Puesto que z; =0
b
Vi=kk+1,...,n con k < m, entonces ¥ = 0. Vemos asi que: z = ( ;N )

donde z° = B~ b > 0 en R™ y 2N = 0 en R* ™ . Como habfamos predicho
para la caracterizacion de un punto extremo de P.

Para mostrar que las columnas a',...,a* son linealmente independientes
seguiremos un argumento por contradiccidon: suponemos que no lo son, luego
existen coeficientes Ai,..., A, no nulos tales que \a' + e gaf =0, por lo
tanto si definimos el vector A = (A1,...,A;;0,...,0) € R™ encontramos que

AN =0 por lo tanto

Az +pA) = Az +pAX
Az =b
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para cualquier escalar p € R . Eligiendo p > 0 suficientemente pequeno podemos
asegurar que x £+ pA > 0 debido a que las componentes x1,...,x; de x son
positivas. Esto muestra que ' = x +p\ € P, 22 = © — p\ € P, ademis
z = 22'+12% lo que contradice la suposicién de que z es un punto extremo de P.
Por esta razén no podemos afirmar que los vectores a', ..., a* son dependientes
y debemos concluir que son linealmente independientes.

Reciprocamente si encontramos que las primeras m columnas de A son lin-

ealmente independientes y forman una matriz invertible B = [a},...,a™] de

. . B~'b
dimensién m x m tal que B~'b > 0 entonces un punto x = 0 es un

punto de P. Observe que la afirmacién de que las m columnas linealmente inde-
pendientes de A ocupan las m primeras posiciones es completamente arbitraria.

: ab b N
B:N LN = B2z’ + Nz

= B(B'b)+N(0)=b

Az

ademés = > 0 porque B~1b > 0 as que £ € P. Veremos que = debe ser punto
extremo de P. Supongamos que podemos expresar a & cOmo T = Ay + A2z
donde A1, A2 > 0; A\ + Ao = 1; y, z € P. Si representamos a y, z como

RENRE

donde y°, 2b € R™; yN, 2N € R"~™ encontramos:

(5) =2 () e(5)

y puesto que zV = 0; y™V, 2V > 0 con A1, A2 > 0 debemos concluir que yV =
2N = 0. Por otra parte y,z € P, entonces Ay = b, Az = b luego

. b
[B:N} ( 5]\, ) =By’ +NyN =By’ =0

asf que y® = B~'b de manera que

o= ()= (%" )= (v ) ==

Anélogamente z = z, lo cual comprueba que x es un punto extremo de P por
que no admite una expresién como una combinacién convexa no trivial de otros
puntos de P.

15.0.5. Direcciones extremas

Dado un poliedro P en la forma estdndar (?7?) su cono de recesién estd definido
como:
rec(P)={yeR"/Ay=0;y >0}.
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El lector deberia probar esta afirmacion. Veremos que cada direccién extrema
y de P esta caracterizada por el hecho de que podemos encontrar m columnas
linealmente independientes de A, que sin perdida de generalidad supondremos
que ocupan las primeras m posiciones, las cuales forman una matriz no singular
B = [at,...,a™] tal que —B~'a’ > 0 para alguna columna a’ diferente a las
que conforman B, es decir con j > m, donde:

—B 147
Z/—P( i )

siendo p un escalar positivo y e’ el vector en R"~"™ compuesto de ceros excepto
en la posicién j que contiene un uno tomando la numeraciéon j =m+1,...,n.

Supongamos que y es una direccién extrema de P, entonces Ay = 0 con
y > 0 debido a que y es direcciéon de recesiéon para P. El vector y tiene com-
ponentes positivas y nulas que sin perdida de generalidad ordenaremos como:
vy = (y1,--,ye;0,...,y;5,...,0) donde y; > 0 Vi = 1,...,k; i = j, en caso
contrario y; = 0. Veremos més adelante que las columnas a', ..., a* son lin-
ealmente independientes. Podemos observar que a/ € spar{a!,...,a*} debido a
que Ay = 0 luego:

yia' + -+ ypa® +yjal =0

donde y; > 0. Puesto que el rango(A) = m tenemos m > k, y podemos encontrar
m — k columnas adicionales, que sin perdida de generalidad supondremos que
ocupan las m —k posiciones siguientes: a**1, ... a™, asi que B = [a',...,a™] es

una matriz invertible de dimensién m x m donde j > m. Como Ay = 0 tenemos

()

asi que By’ + NyN =0 peroy; =0Vi € {k+1,...,n}/{j} entonces:

byb—|—NyN = byb—l—yjaj =0

y' =—y;B~'d

yN = y;(e’)

=(0,0,...,1,0,...,0)

donde el 1 estd en la posicién j. Luego

yb —B1gJ
Y= yN =Y; el

como habiamos previsto que se caracterizaria cada direccién extrema de P.
Para mostrar que las columnas a',...,a* son linealmente independientes

procedemos de la misma manera como lo hicimos en la caracterizacién de los

puntos extremos de P: supondremos que a',...,a" son linealmente dependi-

entes, entonces existen escalares A1, ..., A\; no todos nulos tales que Ajat+---+
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Axa® = 0. Si definimos A = (A1,...,Ax;0,...,0) € R™ encontramos que A\ = 0
asi que
Ay +p)\) = Ay + pAXr =0

para cualquier escalar p. Si elegimos p > 0 suficientemente pequeno encontramos
que: y = pA > 0 debido a que y1,...,yx > 0, entonces y &+ pA son direcciones de
recesion de P, por lo tanto: y = %yl + %yQ donde y' =y +pA, y2 =y —pXlo
cual contradice el hecho que y es direccién extrema. Concluimos que a', ..., a"*
son linealmente independientes.

Supongamos ahora que las primeras m columnas a
son linealmente independientes y forman una matriz no singular B = [a!, ..., a
de dimensién m x m tal que B~'a’ < 0 para alguna columna a’ de A no incluida
en B, es decir con j > m. Veremos que

—B1gJ
(%)

es una direccién extrema de P. Sea N = [a™T! ... a"] la matriz de dimensién
m X (n —m) formada por las restantes n — m columnas de A no incluidas en B.
Puesto que y se puede expresar como

= ()

L ..., a™ de la matriz A

m ]

con y* € R™: yN € R"~™, donde y* = —B~'a’; yV = ¢/ tenemos que
. b
Ay = [B:N} ( Iy )
Y
— By + NyV
= B(-B'd’)+ Né
= —a’+ad =0
ademds y > 0 porque y®* = —B~'a? > 0, lo que muestra que y es una direccién

de recesién de P. Veremos ahora que se trata de una direcciéon extrema de P.
Supongamos que z, w son direcciones de recesién de P tales que y = A1z + Aaw
donde A1, Ay > 0. puesto que las componentes ¢ € {m + 1,...,n}/{j} de y son
nulas, tenemos que las componentes i =m +1,...,n con i # j en z y w deben
ser nulas también, asi que podemos expresar a z y w en la forma:

b b
Z=mM SN ;o wW=172 N

donde 773 > 0 y 72 > 0 no siendo ambos nulos, de hecho: 1 + 72 = 1 porque

yN = el = vy1el + ¢, Por lo tanto:

Zb 'LUb
y=An ( el + X272 e
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si 72 = 0 tenemos 1 = A17; y concluimos que

W\ [ 2

yN ) Ty
asi que z = y1y, como 71 > 0 tenemos que z es paralelo a y. Andlogamente si
~v1 = 0 concluimos que w es paralelo a y. Cuando v; # 0 y 2 # 0 tenemos:

(£)4(2)o(¥)

b
z
con ey, es > 0. Sabemos que ( o

. Zb .
[B:N}<6j> = DBz’ + NéJ

= Bz'+d =0

) es direccién de P, entonces

b

b
luego 2° = —B~'a’ asi que < ';- ) = y. Analogamente ( 1:]- ) =y, luego y

es direccion extrema de P.



Capitulo 16

Fundamentos del método
Simplex

Los elementos de andlisis convexo y el estudio que hemos hecho de los
poliedros nos permitirda proponer un método practico para resolver problemas
lineales dados en la forma estandar:

minc- x
s.a.
Ar=b
x>0

(16.1)

donde A es una matriz de dimensiones m xn con rango m, b € R™. Presentaremos
aqui los fundamentos de tal método conocido como: SIMPLEX. Ya hemos visto
que un programa lineal como (??) alcanza un éptimo en alguno de sus puntos
extremos cuando estd acotado interiormente.

También hemos visto que el conjunto factible de (??) tiene al menos un
punto extremo (;Por qué?). Supongamos que el poliedro

P={zeR"|Ax=b; x> 0}. (16.2)

representa el conjunto factible del programa lineal (?7). Tomemos Z como un
punto extremo de P y apliquemos la caracterizacion de los puntos extremos de
poliedros, dados en la forma estdndar, que hemos visto en la seccién anterior.
Entonces existen m columnas de la matriz A linealmente independientes, que
sin pérdida de generalidad supondremos ocupan las primeras m columnas de A
y forman una matriz cuadrada, no singular B con dimensiones m x m, la cual
cumple: B~'b > 0 y nos permite expresar a Z como:

x:(B;b):(jv ) (16.3)

donde B~'b = zb; 0 = z" siendo ¥ el vector compuesto por las primeras m
entradas de Z y ZV el vector compuesto por las tiltimas n — m componentes de
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Z. Observamos que el valor que toma la funcién objetivo del programa lineal
(??) en el punto extremo Z es:

b N b =b

c-rT=c -afb+cN-§: =cCc T

donde ¢’ representa las primeras m entradas del vector ¢ € R™.
Sea x una solucién factible de (??), por lo tanto x es un punto arbitrario
del poliedro P en (??). Puesto que la matriz A en (??) se puede expresar como:

A= |B:N ] donde B es la matriz invertible m x m formada por las primeras

m columnas de A, las cuales hemos supuesto son linealmente independientes y
permiten caracterizar al punto extremo T en la forma (?7); tenemos asi que las
ecuaciones lineales: Az = b toman la forma:

[Bzw}( ;\)/>=b

y por lo tanto Ba? + N2V = b de donde:
= B7'(b—-NzV)

= B 'v— B 'NZV.

SIS

Observe que esta ecuacién tiene lugar en R™. Si queremos representar el valor
de la funcién objetivo del programa lineal (??) en el punto  encontramos:

b N

cox = b+ No

= - (B7W—B INzV) 4 N 2N
& B4 (N —BTIN) 2N

&z (N —BTIN) 2N

siendo ¢V — ¢® BN un vector fila en R”~™. Si todas las entradas de ¢V —
® B~ N son no negativas: ¢V —c? B~!N > 0 encontramos que (¢¥ —c*B7IN)-
zN > 0 porque z > 0, asi que
c~a:20b~:fb:c~:i

lo cual nos permite concluir que el punto extremo T es una solucién factible
6ptima del programa lineal (??) porque z fue elegido de manera arbitraria.

Supongamos que esto no ocurre, supongamos que no es cierto que ¢V —
c®B~IN tenga todas sus componentes positivas o nulas. En este caso existe un
je{m+1,...,n} tal que ¢; — c®B~'a’ < 0 donde @’ es la columna que ocupa
la posicién j en la matriz A. Puesto que j > m, a’ no estd incluida en la familia

de m columnas que forman la matriz B. Definimos 4/ € R™ como 3/ = B~ 'a’

) ) —qd )
y definimos d? € R™ como &/ = ( eg > donde €7 representa el hecho de que

todas las tltimas n — m entradas de d’ son nulas a excepcién de aquella en la
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posicién m + j la cual contiene un 1. Si 3/ < 0 entonces d’ > 0 y satisface
Ad’ = 0 por que
. . _yj
Ad> = |B:N y
e
—By’ + Né

= -BB'd +d

= —d+d =0

Por esta razén d’ es una direccién de recesién de P:
rec(P)={z: Az=0z; z > 0}.
Dado z € P, tenemos que x + Ad’ € P para todo A > 0. Entonces:

c(z+ X)) = c-x+r-d
= c-x+Ac; —cPB7ldd)

por definicién de 3’ y de d’. Como ¢; — c?’B71a? < 0 vemos que el valor de
c - x se puede hacer arbitrariamente grande con signo negativo, por lo tanto el
problema (??) no estd acotado inferiormente. Esto muestra que cuando y? <
0, entonces el programa lineal (??) no estd acotado inferiormente y ademds
podemos establecer una direccién de recesién sobre la cual la funcién objetivo
no estd acotada inferiormente.

Supongamos que no se cumple que las componentes de 37 sean negativas o
nulas: y/ = B~ 'a/ £ 0, entonces existe un k € {1,...,m} tal que yi > 0y

podemos definir
T
vy= min §—F 1y, >0,.
1<k<m yi

Supongamos que y = ;—j‘ > 0 donde 1 < k < m, entonces definimos:
k

) 70 — Al
m::r—i—'de:(x 'ye;yy >:b.

Notamos que = > 0; cuando yi < 0 tenemos f’yyi > 0 luego: z° ffyyi >zb >0

. b .
Cuando y], > 0, v < =% luego: 0 < zb — vyi.. Concluimos que z > 0. Ademds
k

)
gin| (W
: e
= Bz’ — 4By’ +yNeé’
= Bi’"—+yB(B'd’) +~d’
= Bz’
= B(B'b)
b

Ax
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x es una solucién factible.b

Observamos que 7 = z—f para algun k € {1,...,m} con yi > 0 entonces xj, =
k

i‘z — (z—g) y{c = 0. Por lo tanto los componentes 1,...,Tk—1,Tkt1,-- - Tm;T;
son posﬁalemente, las tnicas componentes positivas de xz. Podemos encontrar
una colecciéon de m columnas de A linealmente independientes que incluya ex-
plicitamente a la columna a’; lo cual muestra que z es un nuevo punto extremo
del conjunto factible P. La ventaja de este punto extremo es que la funcion

objetivo toma un mejor valor:

c-x
.jb+7(cj —Cb-yj)
2%+ y(e; — P B71dd)

I
Q..o

como habiamos supuesto que v > 0, ¢; — c® - B~'aJ < 0 entonces ’Y(Cj — -

B~ ta’) <0

&ty —-Bld) = cox

asi hemos encontrado un punto extremo x que proporciona una mejor solucién
factible que el punto extremo Z que estdbamos estudiando.

Los argumentos presentados aqui son la base del método Simplex, el cual es
un algoritmo general para resolver programas lineales en la forma estdndar.

Dada la caracterizacién de los puntos extremos del poliedro P, podemos de-
terminar un punto extremo Z de P a partir de un conjunto apropiado de m
columnas linealmente independientes de la matriz A. Con estas m columnas
que por comodidad hemos supuesto ocupan las primeras m posiciones, descom-

B~
0 > donde

ponemos la matriz A como A = [B ‘N } y encontramos T = (
z*=B71b>0.

Resumiendo el andlisis previo, si ocurre que ¢ — c¢?B~'N > 0 concluimos
que T es una solucién factible éptima del programa lineal en la forma estandar
(??). En caso contrario, existe un j € {m + 1,...,n} tal que ¢; — c®’B~1a? <0
y definimos ¢/ = B~1a? donde a’ es la columna j-ésima de A que se encuentra
—yd

en el bloque N. Si 37 <0 el vector &/ = o es una direccién de recesién

del conjunto factible P sobre la cual la funcién objetivo no esta acotada:
T4+yd e P Yy>0
cox = c-Tt+ye-d
= 2" +7(c; — " B tad)

el cual puede hacerse arbitrariamente grande con signo negativo, eligiendo v > 0
apropiadamente.
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. —b .
Finalmente si y/ £ 0, podemos definir v = min {I—’; Dy > O} y encon-
1<k<m ( ¥y

tramos que * = T + yd’ es un nuevo punto extremo de P, donde la funcién
objetivo toma un menor valor que en Z, siempre que y > 0.

De esta manera vemos que existe un procedimiento para recorrer sistematica-
mente los puntos extremos del poliedro P, de tal manera que en cada paso
obtenemos una solucién factible que produce un mejor valor para la funcién
objetivo.

A partir de este resultado y el conocimiento general de los programas lineales,
vemos que en principio, podemos hallar una solucién factible 6ptima debido a
que si el programa estd acotado, tendra su solucién en un punto extremo. Por
esta razon el algoritmo debe decidir en un nimero finito de pasos, si el problema
no estd acotado o si por el contrario tiene su solucién en un punto extremo,
entonces el algoritmo nos llevara a tal solucién factible éptima.



Capitulo 17

Implementacion del método
Simplex

1. Presentar un punto extremo T y su correspondiente caracterizacién pre-

sentando una matriz invertible B € R™*™ tal que: A = [BEN} donde
=b
T = ( ;N ) con zVV = Op—m; jb:Bfle(LydOHdECﬁ[;:Cb.jb.

2. Observar los signos en el vector n — m dimensional ¢V — c?!B~'N.

3. Si los valores dados en 7?7 son no negativos, nos detenemos y presentamos
Z como una solucién factible éptima.

4. Si algin signo de los valores en ?? es negativo tenemos: ¢; — c?’B~1a? < 0
conj € {m+1,...,n}y definimos 3/ = B~lal.
. . J
5. Siy? <0 el vector & = < Zj ) nos brinda una direccién extrema sobre
la cual la funcién objetivo no estd acotada. Nos detendremos porque el
problema no esté acotado.

6. Si yi > 0algin k € {1,...,m}, es decir, si hay7 valor positivo entre los val-
b ,
ores estudiados es 77, con ellos definimos el valor v = min {"L—j‘ Dy > 0}
1<k<m lwj
b
y encontramos y = z—? > 0 donde k € {1,...,m}.
k

7. x = X 4 vd’ es un punto extremo cuyas componentes, posiblemente, no
nulas son: xy,...,Tp—1,Tk+1,---,Tm;T; por lo cual podemos encontrar
una seleccién de m columnas de A que sean linealmente independientes y

que incluya la columna a/ y con seguridad no incluya a la columna a”.

8. Podemos intercambiar el papel de la columna a’ con la columna a* y
encontrar una nueva matriz no singular B de m X m que nos permite
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10.

CAPITULO 17. IMPLEMENTACION DEL METODO SIMPLEX

expresar la nueva matriz A (después del intercambio) como A= [B ‘N }
que representa al punto extremo x = (ml, ey Tk—1,Tjy Tt 1y Thy - )
como r = TN _ (BT

L0 - 0 )
El valor de la funcién objetivo en este nuevo punto extremo es:

cox = c-T4vye-d

= 2" +q(c;—c" B lad)<ec -z

= cb~5:b+g_iz(c-—cb~371aj))
= - \Cj

Y.
zh ~
= '+ 75 (cj —chf)
Yk i=1
m —b ~b
oz z
= D alm-ul )+ |
. Y Y
1=1
i#j

Repetir nuevamente el procedimiento empleando el punto extremo x =
(T1,+ -y Bh—1, L5, Tht1, - - -, Tm, 0,...,0...) determinado por la indepen-

dencia lineal de las m primeras columnas de la matriz A= [B ‘N } , donde

B y N se diferencian en que hemos cambiado la columna a’ en N por la
columna a* en B.



Capitulo 18

Algoritmo y tabla del
método Simplex

FALTA
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Capitulo 19

Software disponible para
programacion lineal

La programacion matemaética es, hoy en dia, una de las areas mas estudiadas
y trabajadas en el mundo técnico y cientifico. De hecho toda labor en ingenieria
intenta modelar el mundo a través de modelos matemaéticos que reproduzcan la
realidad de la mejor forma posible. Los problemas de programacién matematica
son problemas particulares comunes y existen una gran variedad de herramien-
tas, teorias y paquetes de software disponibles para su soluciéon. Dentro de esta
categoria existen tipos de problemas que no son féiciles de tratar como:

1. Problemas lineales con gran ntimero de variables y/o restricciones
2. Problemas de programacion no lineales

3. Optimizacion a gran escala

entre otros. Dado que en la préctica es casi imposible solucionar problemas
grandes sin la ayuda de buen software, haremos una breve descripcién del lengua-
je AMPL donde se explicard su naturaleza, sintaxis y modo de uso junto con
problemas clésicos de optimizacién y su solucién.

AMPL es un paquete de software desarrollado en Bell Labs por R. Fourer,
D.M. Gay y B. W. Kernighan en 1985 C [?]. A grandes rasgos es un lenguaje de
modelaje algebraico para problemas de optimizacién lineales y no lineales, en
variables continuas o discretas. AMPL permite que el usuario utilice un lenguaje
algebraico para plantear modelos de optimizaciéon y examinar soluciones mien-
tras que el computador se comunica con un solucionador particular. La versién
profesional de AMPL no tiene limites en el niimero de variables y restricciones
que puede manejar, excepto por la capacidad del computador donde éste esta in-
stalado.

AMPL realmente es una interfaz entre el usuario y el solucionador. El pa-
pel que juega AMPL es el de proveer una interfaz sencilla con diferentes solu-
cionadores o solvers. El proceso para solucionar un problema de optimizacién
utilizando este software se puede enumerar en los siguientes pasos:
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1. Plantear el modelo del problema a resolver, el sistema de variables, obje-
tivos y restricciones que representan el modelo general.

2. Especificar los datos que definen el problema en particular.

3. Solucionar el problema indicdndole a AMPL el tipo de solucionador que
utiliza un algoritmo ideal para el tipo de problema.

4. Extraer informacién del solucionador y analizar los resultados.
5. Refinar el modelo y datos si es necesario repetir el andlisis.

Como se puede observar AMPL realmente es una interfaz entre el usuario y
el solucionador que éste escoja para resolver su problema. Esto puede parecer
trivial pero la forma como una persona formula un problema, en general, es
bastante diferente a la forma en que lo entiende un solucionador y el proceso de
traduccién de uno a otro es costoso en tiempo y propenso a errores.

Una ventaja notable de AMPL sobre otros programas similares es que la
notacién utilizada para definir expresiones matemadticas es muy parecida a la
algebraica estandar. Transcribir expresiones matemdticas a lenguaje AMPL
es trivial y no requiere notacion distinta a la algebraica. AMPL también ex-
tiende la notacién algebraica para expresar estructuras comunes de progra-
maciéon matematica tales como restricciones en flujo de redes y otros.

AMPL provee un ambiente de comandos interactivo para plantear y resolver
problemas de programacion matematica. Tiene una interfaz flexible que permite
utilizar diferentes solucionadores, sin necesidad de modificar los modelos, para
permitir el refinamiento de soluciones. Una vez que se ha encontrado la solucién
6ptima AMPL la transforma automéaticamente a la forma del modelo para que se
pueda analizar directamente; también provee una gran cantidad de herramientas
para formatear, examinar e imprimir resultados.

La version de evaluacién de AMPL, junto con algunos solucionadores, se
puede encontrar gratuitamente en la pagina web: www.ampl.com, las platafor-
mas que estdn soportadas son Windows, Unix/Linux y Mac OS X.

19.1. Instalacién

La instalacion de este paquete de software en versién de estudiante es muy
sencilla y se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Entrar a la pdgina web de AMPL: http://www.ampl.com
2. Seguir el hipervinculo: “download the Student Edition”.

3. Escoger una de las tres opciones que se presentan: utilizar la versién de
navegador, bajar la versién para Windows o para Unix y seguir las in-
strucciones particulares.
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Navegador: la versiéon de navegador le permite al usuario enviar modelos
y archivos de datos a un servidor para que estos los resuelva. También
permite extraer datos, una vez solucionado el modelo, en cantidad
restringida. La versién de navegador de AMPL permite solucionar
modelos con un limite de variables (menos de 300) y hacer hasta cinco
consultas sobre la solucién del problema. Los pasos para utilizar esta
modalidad son:

a) Presionar el hipervinculo “Try AMPL!”.
b) Aceptar las condiciones de uso.

¢) Escoger uno de los modelos que se proponen en la pigina o cargar
un modelo propio.

d) Repetir el procedimiento anterior con el archivo de datos.

e) Utilizar el botén “Submit” para indicarle al servidor que carge el
modelo, los datos.

f) Escribir los comandos para extraer informacién en la caja de
“AMPL commands:”

g) Escoger el solucionador deseado y presionar el botén “Send” para
indicarle al servidor que corra el modelo y ejecute los comandos.

h) Leer la informacion de la caja de texto “Output 1 from AM-
PL:".

Esta opcion de la pagina de AMPL no instala ningin programa en
el computador y es 1util para revisar los ejemplos que se explican en
el libro [?].

Windows: la versién windows para AMPL se obtiene descargando el
archivo “amplclm.zip”. La instalacion se completa siguiendo los sigu-
ientes pasos:

a) Expandir el archivo amplclm.zip.

b) El proceso de extraccién crea una carpeta llamado ampleml que
contiene el programa estdndar de AMPL (ampl.exe), una utilidad
llamada “scrolling-window utility” (sw.exe), ejecutables para dos
solucionadores: MINOS 5.5 (minos.exe) y CPLEX 8.0 (cplex.exe
y cplex80.dll), y el cliente Kestrel (kestrel.exe) que provee acceso
gratuito a méas de una docena de solucionadores via internet.

Para correr AMPL con estos archivos haga doble click sobre sw.exe
y escriba ampl, en la ventana que aparece, para cargar el programa
AMPL. La ventana se debe ver de la siguiente forma:

sw: ampl

ampl:
ahora puede teclear comandos en la linea como se explica en [?] 0 en
la seccién ?7. El solucionador por defecto es MINOS. Para utilizar
CPLEX teclee el comando: option solver cplex o option solver
kestrel si desea utilizar el cliente Kestrel.
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Unix: Para sistemas operacionales tipo Linux siga los siguientes pasos:

a) Obtenga el archivo .gz apropiado para el sistema en el que desee
instalar el programa.

b) Expanda el archivo, utilizando gzip, para obtener uno nuevo de
nombre ampl.

¢) Adicione el directorio donde se encuentra ampl al search path de
su usuario.

d) Otdrguele permisos de ejecucién al archivo ampl.

e) Descargue los solucionadores que desee siguiendo el link “solver
download instructions”.

f) Adicione a su search path la carpeta donde se encuentran los
solucionadores.

Para utlizar AMPL teclee ampl en una ventana de terminal con linea
de comandos, esta debe cambiar a

ampl:

Al finalizar estos 3 pasos la versién de estudiante de AMPL estard instalada
en su computador, esta versiéon permite trabajar con problemas de hasta 300
variables y un total de 300 objetivos y restricciones. La versién profesional no
tiene ningtn limite intrinseco ni en el nimero de variables ni en el de objetivos y
restricciones. La licencia profesional de AMPL se puede obtener a través de uno
de los distribuidores que se listan en http://www.ampl.com/vendors.html. Para
este proyecto hemos obtenido una licencia profesional de AMPL en el Departa-
mento de Matematicas de la Universidad de los Andes, con fines educativos y
de investigacion.

19.2. Solucionadores

Como se explicé en la introduccién de este capitulo AMPL no soluciona
los problemas de optimizacién directamente. AMPL se vale de solucionadores
(solvers) para esta tarea, su tarea es entregar el modelo y los datos al solu-
cionador especificado por el usuario y extraer la informacién que retorna éste.

Debido a la amplia gama de problemas de optimizacién (lineales, no lineales,
continuos, discretos, etc ...) y a su vez a la diversidad de algoritmos de solu-
ciéon que se pueden utilizar para cada tipo de problemas, es necesario escoger
el solucionador adecuado para cada tipo de problema. A la fecha se pueden en-
contrar en la pagina de AMPL (http://www.ampl.com/solvers.html) 27 solvers
distintos. Para ver un pequeno listado de los solucionadores que hemos utiliza-
do remitase a el cuadro ??. Algunos solucionadores son de libre distribucién y
cédigo abierto, otros necesitan licencias especiales para poder trabajar.

Vale la pena anotar que AMPL también puede trabajar con solucionadores
desarrollados por usuarios. AMPL posee una interfaz publica y documenta-
da que se puede utilizar para solucionadores personales. La interfaz trabaja a
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Solucionador Problema Solucionador Problema

Lineal (simplex)

Lineal (interior)

CPLEX Red MINOS Lineal (simplex)
Cuadratico No lineal
Entero lineal

Entero cuadratico

DONLP2 No lineal KNITRO No ineal

Cuadro 19.1: Algunos solucionadores que funcionan con AMPL, y los tipos de
problema (algoritmo) que utilizan.

través de archivos; AMPL escribe un archivo con el problema que debe ser lei-
do por el solucionador que escribe un archivo de solucién que lee AMPL. El
formato de éste archivo tiene versiones equivalentes en binario y ASCII. Esta
caracteristica ofrece la flexibilidad necesaria para soportar una gran variedad de
solucionadores.

La interfaz de AMPL se puede encontrar en la siguiente pagina web:
http://www.ampl.com/REFS /abstracts.html#hooking2. También es posible descar-
gar rutinas estdndar de interfaz (en C) para leer y escribir los archivos formatea-
dos de AMPL, ir a http://www.ampl.com/hooking.html para més detalles.

Para indicarle a AMPL que se desea trabajar con un solucionador particular
de nombre nombre_solucionador se utiliza la siguiente sintaxis en la linea de
comandos (antes de solucionar el problema):

ampl: option solver nombre_solucionador

La documentacién para cada solucionador se puede encontrar con el dis-

tribuidor particular de cada uno, o en algunos casos en la pagina web de AMPL.

19.3. Elementos de Modelaje

Para poder trabajar con AMPL se debe correr el programa escribiendo el
comando AMPL en una linea de comandos come se describié en ?77?. Si se estd uti-
lizando una interfaz de texto lo primero que se debe ver en ésta, inmediatamente
se haya ejecutado AMPL, es:

ampl:
Una vez se esté en esta situaciéon AMPL est4 listo para interpretar sus comandos.
Como en la mayorfa de programas que interpretan comandos AMPL espera
hasta que se presione la tecla “enter” o “return” para procesar lo que se ha
escrito en la linea.

Todo comando de AMPL finaliza con un punto y coma (;). Si usted teclea
uno o mas comandos completos en una linea AMPL los procesa, imprime los
mensajes apropiados y retorna la linea de comandos ampl : nuevamente. Si usted
finaliza (presionando “enter”sin haber escrito “;”) una linea sin haber terminado
el comando, AMPL lo invita a finalizar este en la siguiente linea; esta invitacion
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se puede identificar porque la nueva linea de comandos que se le presenta termina
en una interrogaciéon y no en dos puntos:
ampl?

El ntimero de caracteres que se pueden teclear en una linea de comandos
esta limitado por el sistema operacional particular que se esté utilizando y se
pueden utilizar tantas lineas como sea necesario para completar un comando.

AMPL trabaja principalmente con dos tipos de archivos:

= El archivo donde se encuentra el modelo (identificado generalmente por
tener una extensién .mod.

= Un archivo opcional donde se le indican los valores numéricos de los difer-
entes parametros y los elementos de los conjuntos requeridos por el modelo.
Este archivo generalmente tiene extension .dat.

El primer archivo define el modelo del problema a resolver. Este modelo debe
seguir unas reglas de sintaxis bien definidas. Una de las grandes ventajas de
trabajar con AMPL es que la sintaxis para escribir modelos es muy parecida
a la sintaxis que se utiliza en la formulacién algebraica de los problemas de
optimizacién. El segundo archivo le indica a AMPL qué elementos hacen parte
de los conjuntos o los valores de los parametros que se definen en el modelo del
problema. La opcién de poder definir un modelo simbélicamente y definir los
valores particulares para un tipo de problema hace que AMPL sea muy versatil
en el sentido que un sélo modelo bien definido puede ser utilizado para resolver
diferentes tipos de problemas cambiando solamente el archivo de datos.

Existen varios comandos que utilizan nombres de archivos para leer o es-
cribir informacién. El nombre de un archivo puede ser una secuencia cualquiera
de caracteres (excepto por el punto y coma ; o comillas * o ). Las reglas que de-
terminan la correcta escritura de los nombres de los archivos estan determinadas
por el sistema operacional.

Para finalizar una sesiéon de AMPL se puede utilizar el comando end o quit.

19.3.1. Carga y solucion de modelos y datos

Para aplicar un solucionador a un modelo en particular se deben utilizar los

comandos model, data y solve:
ampl: model transp.mod; data assign.dat; solve
CPLEX 8.0.0: optimal solution; objective 28
24 dual simplex iterations (0 in phase I)

El comando model carga un archivo que contiene las especificaciones del
modelo, el comando data carga otro archivo que contiene los valores para los
componentes del modelo. El comando solve hace que se le envie una descrip-
ciéon del modelo a un solucionador y que los resultados estén listos para ser
examinados.

AMPL mantiene un tinico modelo en memoria que se enviara al solucionador
cuando se utilice el comando solve. Al comenzar una sesién el modelo esta vacio.
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El comando model lee declaraciones de un archivo y las anade al modelo actu-
al; el comando data lee declaraciones de un archivo que proporciona valores
a componentes que ya estan en el modelo. Esto permite utilizar varias veces
el comando model o data para construir una descripciéon de un problema de
optimizacién a partir de diferentes archivos.

Es posible declarar partes del modelo o asignar valores a los componentes
directamente por la linea de comandos. Pero dado que los comandos que definen
partes del modelo o asignan valores son parecidos hay que indicarle a AMPL
qué tipo de comando (de modelo o de datos) se estd tecleando. Por defecto
AMPL estd en modo model, el comando data (sin ser seguido del nombre de un
archivo) cambia a modo data y el comando model (sin ser seguido del nombre
de un archivo) retorna al modo model.

Si un modelo declara méds de una funcién objetivo AMPL, por defecto, las
pasa todas al solucionador. La mayoria de solucionadores sélo trabajan con una
funcién objetivo y generalmente seleccionan la primera de ellas por defecto.
El comando objective permite seleccionar una de las funciones objetivo del
modelo para ser entregada al solucionador; la sintaxis de este comando es la
palabra clave objective seguido de un nombre definido en una declaraciéon de
tipo minimize o maximize:

ampl: objective Nombre_funciodn
El comando solve pone en marcha una serie de actividades:

1. Hace que AMPL genere un problema de optimizacién especifico a partir
del modelo y los datos que se le han entregado. Si hacen falta datos o el
modelo esta incompleto imprime un mensaje de error. También se generan
mensajes de error si los datos violan alguna restriccién impuesta por el
modelo. Errores aritméticos, como divisién por 0, son detectados, también,
en este momento.

2. AMPL entra en una etapa de pre-solucién que intenta simplificarle el prob-
lema al solucionador. En algunos casos la pre-solucién detecta la imposi-
bilidad de encontrar una solucién éptima, imprime un mensaje de error
explicativo y no envia el problema al solucionador.

3. Se envia el problema (posiblemente simplificado) al solucionador por de-
fecto o el escogido por el usuario. A menos que el usuario provea valores
iniciales para las variables a encontrar, AMPL no le envia puntos iniciales
al solucionador excepto si ya se ha invocado el comando solve previa-
mente. En este caso AMPL utiliza las soluciones que se encontraron y
las utiliza como puntos iniciales. Para evitar que AMPL envie soluciones
previas como puntos iniciales se debe utilizar el comando reset. Este
comando elimina el modelo de memoria.

4. AMPL imprime los mensajes que envia el solucionador (la cantidad de
mensajes se puede ampliar o reducir modificando las opciones particulares
de cada solucionador) y entra en una etapa de post-proceso donde est4 listo
a recibir comandos para imprimir datos tecleados por el usuario.
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AMPL le permite al usuario cambiar los valores de los elementos del modelo
y formatear de diferentes formas los resultados que se obtienen al solucionar
el problema particular; para una descripciéon detallada de estas posibilidades
remitimos al lector a la referencia [?] en particular los capitulos 11-14.

19.4. Herramientas y Comandos

La notacién matemadtica nos permite escribir de forma compacta la forma
general, o modelo, de un problema de optimizacién utilizando notacién alge-
braica para describir los objetivos y las restricciones que componen el problema.

Todo problema de optimizacién se puede describir utilizando los siguientes
elementos matematicos:

= Conjuntos.

= Parametros, elementos conocidos y estaticos que forman parte del prob-
lema.

= Variables, cuyos valores deben ser determinados por el solucionador.

= Objetivos, funciones de los parametros y las variables que deben ser
minimizados o maximizados.

= Restricciones que deben ser satisfechas por la solucién.

Por ejemplo, el problema de transporte (lineal) descrito en ?? se puede escribir
en notacién matemadtica de la siguiente forma:

Dados: ORIG, un conjunto de origenes
DEST, un conjunto de destinos
s; >0, cantidad de bienes disponibles, i€ ORIG
d; >0, demanda de bienes, j € DEST
cij > 0, costo de transporte de bienes, 1 € ORIG
j€ DEST
Defina: Ti;; >0 cantidad de prod. a transportar ¢ € ORIG
j € DEST
Minimize: 2, > ¢+ Tj;
Sujeto a: Zj Tij = s; Vi € ORIG, j € DEST

Este modelo describe un niimero infinito de problemas de optimizacién rela-
cionados. Si se proveen valores especificos para los elementos que se suponen
conocidos el modelo se transforma en un problema especifico. Cada conjunto
diferente de datos define una situacién tunica.

Un modelo matemético es, usualmente, la forma mas compacta y clara de
expresar un problema de optimizacion y ademas, una vez se tiene la formulacién,
la traduccién a un lenguaje de programacién se facilita.
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El lenguaje de programacion AMPL estd diseiado para que sus comandos
sean lo mas parecido a una formulacién matemdtica posible sin que sea necesario
algo més que un teclado comun. Existen construcciones en AMPL para definir
todos los componentes bdsicos que se mencionaron anteriormente (conjuntos,
pardmetros, variables, objetivos y restricciones), ademds de formas para escribir
expresiones aritméticas, sumas sobre conjuntos, etc.

19.4.1. Comandos de modelaje

Las declaraciones de los elementos del modelo tienen la siguiente forma
comun:

elemento nombre aliasyp. inderamientosyp. cuerpoyp.;

donde nombre es un nombre alfanumérico que no ha sido asignado previamente
a otra entidad por una declaracién, alias es un literal opcional, indexamientos
es una expresion opcional de indexamiento y elemento es una de las siguientes
palabras claves

set

param

var

arc

minimize

maximize

subject to

node

El elemento puede ser omitido, en cuyo caso se asume subject to. El cuerpo
de varias declaraciones consiste de otras frases, la mayoria opcionales, que siguen
la parte inicial (condiciones, etc.). Toda declaracién debe ser finalizada por un
punto y coma.

Las declaraciones pueden aparecer en cualquier orden, salvo por la condicién
que cada nombre debe ser declarado antes de ser utilizado.

El conjunto, (set), es el componente fundamental de los modelos de AMPL.
En general, los parametros, variables y restricciones estan indexados sobre algtin
conjunto y muchas expresiones contienen operaciones (usualmente sumas) sobre
conjuntos. El indexamiento sobre conjuntos es lo que permite que un modelo
conciso describa un programa matematico extenso.

AMPL ofrece una amplia variedad de tipos de conjuntos y operaciones. Los
miembros de un conjunto pueden ser cadenas de caracteres o niumeros, ordenados
o desordenados; pueden aparecer como individuos, parejas ordenados, tripletes
o tuplas mas grandes. Los conjuntos se pueden definir listando sus miembros
o computandolos explicitamente, utilizando operaciones como unién o intersec-
cién sobre otros conjuntos, o especificando operaciones matematicas o 16gicas
arbitrarias como condiciones de pertenencia.

Cualquier componente de un modelo u operacion iterativa se puede indexar
sobre cualquier conjunto, utilizando una forma estandar de indexar expresiones.
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Incluso los mismos conjuntos se pueden declarar en colecciones indexadas sobre
otros conjuntos.

AMPL permite cuatro operaciones que definen un nuevo conjunto a partir

de dos existentes:
A union B

A inter B

A diff B

A symdiff B
donde union define un nuevo conjunto con los elementos de A y B; inter retorna
elementos que estén en A y B; diff los que estdn en A pero no en B y symdiff
los que estan en A o en B pero no en los dos. Para una descripciéon mas extensa y
detallada de las posibilidades y operaciones sobre conjuntos referimos al lector
a los capitulos 5y 6 de [?].

Un modelo de optimizacién extenso utiliza, sin lugar a dudas, una gran
cantidad de valores numéricos. Como se ha explicado previamente, en un modelo
de AMPL, sélo es necesario hacer una descripcién simbdélica de estos y los valores
especificos sélo tienen que aparecer en comandos separados de tipo data.

En AMPL un valor numérico que tenga nombre se llama un parametro. Es
posible declarar pardmetros como escalares individuales pero la mayoria se de-
finen indexados sobre vectores, matrices, o algin otro tipo de valores numéricos
indexados sobre conjuntos.

Los parametros y otros valores numéricos son los bloques con que se con-
struyen las expresiones que definen las funciones objetivo y las restricciones
de los modelos. Ademés de los operadores unitarios y binarios estdndar de la
notacion algebraica AMPL provee operadores de iteracién como sum y prod
y un operador condicional (if-then-else) que escoge entre dos expresiones,
dependiendo de la veracidad de una tercera.

Los pardametros estan pensados para que representen valores numéricos pero
también pueden representar cadenas de caracteres arbitrarios o valores 16gicos.

Las variables de un modelo tienen mucho en comin con los pardmetros
numeéricos. Los dos son simbolos que representan nimeros y que se pueden
utilizar en expresiones aritméticas. Los valores de los pardametros son proveidos
por el usuario mientras que los valores de las variables deben ser encontrados
por el solucionador.

Las funciones objetivo consisten en una de las palabras clave minimize o
maximize, un nombre, dos puntos y una expresién lineal o no sobre conjuntos
previamente definidos, pardmetros y variables.

Las restricciones se definen con la palabra clave subject to, un nombre,
dos puntos y una expresién lineal o no sobre conjuntos previamente definidos,
parametros y variables. Estas se pueden definir como colecciones indexadas sobre
un conjunto.

Para mayor profundidad en las definiciones de variables y restricciones vea
el capitulo 8 de [?].
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Estilo Estilo Tipo de Tipo de
usual alterno operandos resultado
if-then-else l6gico, aritmético aritmético
or I légico légico
exists forall l6gico l6gico
and && l6gico l6gico
not ! l6gico 16gico
<LK==<>>>= <<==l=>>= aritmético l6gico
in not in objeto, conjunto l6gico
+ — less aritmético aritmético
sum prod min max aritmético aritmético
* / div mod aritmético aritmético
+ — (unario) aritmético aritmético
- *% aritmético aritmético

Cuadro 19.2: Operadores légicos y aritméticos en orden de precedencia.

19.4.2. Expresiones matematicas y légicas

Las expresiones matematicas de AMPL son muy parecidas a las de otros
lenguajes de programacién. Los nimeros literales consisten de un signo opcional
seguido por una secuencia de digitos, que puede o no incluir un punto decimal.
Al final de un nimero literal puede haber un exponente, formado por la letra
d, D, e o Ey un signo opcional seguido por digitos (7.6639D-07).

Los literales, parametros y variables pueden ser combinados en expresiones
utilizando los operadores estdndar de adicién (+), resta (—), multiplicacién (x),
divisién (/) y exponenciacion (~). Las convenciones comunes de aritmética apli-
can. El cuadro 7?7 muestra los operadores 16gicos y matematicos que maneja
AMPL con diferentes sintaxis correctas para su utilizacién.

Otra forma de construir expresiones aritméticas es aplicando funciones a
otras expresiones. Una referencia a funcién consiste de un nombre seguido por
un argumento en paréntesis o una lista de argumentos separados por comas;
cualquier expresiéon aritmética puede ser argumento de una funcion.

El cuadro 77 lista las funciones predefinidas que se encuentran tipicamente
en modelos. Adicionalmente AMPL provee funciones de redondeo y una var-
iedad amplia de funciones que generan numeros aleatorios. También existe la
posibilidad de importar funciones definidas por el usuario.

Finalmente, AMPL permite utilizar operadores (légicos y matemédticos) y
funciones en la definicién de conjuntos, pardmetros y variables. Los operadores
iterativos pueden operar sobre cualquier tipo de conjunto.

19.4.3. Formato de datos

AMPL distingue dos ambientes distintos dentro de sintaxis, el de modelaje
y el de datos. Las secciones anteriores trataron algunos aspectos del modelaje,
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abs (z) valor absoluto, |z|

acos (z) coseno inverso, cos™!(x)

acosh(x) coseno hiperbélico inverso, cosh™ ()
asin(z) seno inverso, sin~ ! (z)

asinh(z) seno hiperbélico inverso, sinh ™! (z)
atan(x) tangente inversa, tan~!(x)

atanh(z) tangente hiperbdlica inversa, tanh ™" (z)
cos(z) coseno, cos(r)

cosh(x) coseno hiperbdlico, cosh(z)

exp(x) exponencial, e”

log(x) logaritmo natural, In(z)

logl0(x) logaritmo base 10, Injq(z)

max (21, Zg,...) maximo (2 o mds argumentos)
min(zy,zo,...) minimo (2 o mds argumentos)

sin(x) seno, sin(x)

sinh(z) seno hiperbdlico, sinh(x)
sqrt (z) raiz cuadrada, \/z

tan(x) tangente, tan(z)

tanh (x) tangente hiperbdlica, tanh(z)

Cuadro 19.3: Funciones aritméticas incluidas en AMPL.

sintaxis y funciones matematicas. El objetivo de esta seccién es presentar, de
una forma introductoria, las posibilidades que ofrece AMPL para leer datos de
archivos externos y los formatos que este reconoce.

AMPL puede obtener datos de archivos con una sintaxis ficil de manejar
en un editor de texto cualquiera y de archivos generados por bases de datos o
hojas de célculo. El comando display permite obtener, en pantalla, o exportar,
a un archivo, los resultados enviados por el solucionador en diferentes formatos
reconocidos por AMPL y otros programas.

AMPL lee definiciones de datos en un modo data que se inicia con el comando
data. La forma més comun de utilizacion de este comando consiste en la palabra
clave data seguida por el nombre de un archivo. Por ejemplo para leer datos de
un archivo llamado assign.dat:

ampl: data assign.dat;

Mientras que esté leyendo en modo data, AMPL trata los espacios consec-
utivos, tabuladores y cambios de linea como un solo espacio. Las comas que
separan cadenas o nimeros también son ignoradas. Esta caracteristica ayuda a
mantener los archivos de datos en una forma legible. Al finalizar la lectura de
datos AMPL retorna al modo en el que estaba previamente.

Para un pardmetro sin indexamiento (escalar), el comando de datos asigna
un valor:

param supply := 0.8;
Para pardametros indexados sobre un conjunto uni-dimensional como
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set ORIG; # origins

param supply {ORIG} >= 0;
la especificacion del conjunto puede ser simplemente un listado de sus miembros:

set ORIG := Coullard Hazen Hopp Hurter;
y la especificacion del parametro puede ser parecida excepto por la adicién de
un valor después de cada miembro del conjunto:

param supply := Coullard 1 Hazen O Hopp O Hurter 1;
note que gracias a que AMPL ignora espacios consecutivos, tabuladores y cam-
bios de linea, la especificacién se habria podido escribir como:

param supply :=
Coullard 1
Hazen 0
Hopp 0
Hurter 1,

B

El formateo de datos de pardmetros de dos dimensiones (indexados sobre
dos conjuntos) tiene una sintaxis parecida a las de una dimensién pero con ca-
da miembro del conjunto identificado con un par de objetos. La generalizacion
a més de dos dimensiones sigue el mismo tipo de sintaxis. Sin embargo AM-
PL también reconoce un formato de tipo tabla para este tipo de parametros,
por ejemplo los valores para las siguientes definiciones (note que cost es un
pardmetro bidimensional):
set ORIG;

set DEST;
param cost {ORIG, DEST} >=0;
se puede especificar como
set ORIG :
set DEST :
param cost:
1021 1049 1053 :=

Coullard 6 9 8

Hazen 11 8 7 ;

Ademas de permitir definir valores especificos AMPL permite definir valores
por defecto para escalares o parametros en una o més dimensiones. La sintaxis
para utilizar esta posibilidad es:

param nombre_pardmetro default wvalor_por_defecto ;
donde valor_por_defecto es un nimero.

AMPL también permite extraer datos de archivos propios de manejadores de
bases de datos o hojas de cédlculo. Para la descripcion detallada de los comandos
necesarios referimos al lector a [?], capitulos 8-10.

Coullard Hazen ;
1021 1049 1053 ;

19.5. Ejemplos

El objetivo de esta seccién es mostrar ejemplos donde se ponen en practica
la sintaxis y los comandos descritos en las secciones anteriores. Como se ha
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mencionado en 7?7 AMPL se vale de solucionadores para obtener las soluciones
de los modelos para los datos particulares que se estén trabajando.

19.5.1. Problema de Transporte

El problema de transporte es un ejemplo comiin de optimizaciéon donde una
serie de bienes se deben transportar de varios origenes a varios destinos de
forma tal que el costo del transporte de los bienes sea minimo. Este es uno de
los ejemplos més conocidos de problemas donde se quiere minimizar el costo de
algin tipo de flujo.

El problema particular que se trata en [?] consiste en transportar un bien de
un conjunto de origenes a otro. El costo de llevar el bien de un origen cualquiera
a un destino cualquiera es conocido. Ademads hay un indice que indica la cantidad
del producto en los origenes y otro relacionado con la demanda en los destinos.

La funciéon a minimizar depende de los costos de transporte y de las canti-
dades a transportar entre origenes y destinos.

A esta funcion de coste se le imponen restricciones que aseguren el cumplim-
iento de ciertas ecuaciones que se deben cumplir.

Ejemplo: caso lineal

En este caso la funcién de coste es la multiplicacién de la cantidad de produc-
to a transportar de cada origen a cada destino y el costo de transportarlo. Las
cantidades que se desean encontrar son las cantidades a transportar de origenes
a destinos.

El modelo tiene dos restricciones: una para asegurarse que la cantidad de
producto que llega a un destino sea igual a la demanda y otra que asegure que
la totalidad de producto que sale de un origen no exceda la cantidad disponible.
Las restricciones también son lineales.

A continuacién presentamos el archivo del modelo lineal para el problema
de transporte transp.mod:

set ORIG; # origins
set DEST; # destinations
set LINKS within {ORIG,DEST};
param supply {ORIG} >=0; # amounts available at origins
param demand {DEST} >=0;
# amounts required at destinations

check: sum {i in ORIG}

supply[i] = sum {j in DEST} demand[j];

param cost {LINKS} >=0; # shipment costs per unit
var Trans {LINKS} >=0; # actual units to be shipped
minimize total_cost:

sum {i,7 in LINKS} cost[i,j] * Trams[i,j];
subject to Supply {i in ORIG}:
sum (i,j) in LINKS Trans[i,j] = supplyl[il;
subject to Demand {j in DEST}:
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sum {¢,j in LINKS} Transl[i,j] = demand[j];
El archivo correspondiente de datos, assign.dat:
set ORIG := Coullard Hazen Hopp Hurter Jones
Mehrotra Rieders Spearman Sun Tamhane Zazanis ;
set DEST := 1021 1049 1053 1055 1083 1087 ;
param supply default 1 ;
param demand default 1 ;
param cost:
1021 1049 1053 1055 1083 1087 :=

Coullard 6 9 8 7 11 10
Hazen 11 8 7 6 9 10
Hopp 9 10 11 1 5 6
Hurter 11 9 8 10 6 5
Jones 3 2 8 9 10 11
Mehrotra 11 9 10 5 3 4
Rieders 6 11 10 9 8 7
Spearman 11 5 4 6 7 8
Sun 11 9 10 8 6 5
Tamhane 5 6 9 8 4 3
Zazanis 11 9 8 4 6 5 ;
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Capitulo 22

Funciones convexas,
caracterizacion y
propiedades

Dado un conjunto convexo A € R", decimos que una funcién f : A — R es
convexa si
flte+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —-t)f(y) (22.1)
Va,y € Ay Vt € (0,1). Cuando la desigualdad en (??) es estricta decimos que
f es estrictamente convexa. Si en (?7) cambiamos el sentido de la desigualdad,
obtenemos la definicién de funcién céncava y estrictamente céncava, segun la
desigualdad sea débil o estricta. El lector debera notar que la mayor parte de
las ideas presentadas en los apartados siguientes aplican por igual a funciones
concavas, cuando cambiamos el sentido a la desigualdad. No insistiremos en ello
cada vez.

Desigualdad de Jensen: Una funcién f : A — R definida en un conjunto
convexo A C R"” es convexa si y solo si

f (Z w) < Nif(a)

i=1

para cada combinacién convexa Y. ; A;a’ formada por puntos de A. El lector
debe proporcionar la demostracion rigurosa de esta afirmacion.

Como ejemplos inmediatos de funciones convexas podemos presentar los
siguientes ejemplos:

1. La funcién gauge de A cuando 0 € int(A).

2. Las funciones naturales dadas por las normas || - ||ec, || - ||2 ¥ en general

cualquier norma.

80
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3. Las funciones afines.

El lector debe comprobar rigurosamente que los ejemplos dados son efecti-
vamente ejemplos de funciones convexas en R”.

Para obtener funciones convexas podemos emplear cualquiera de los proced-
imientos sugeridos en los siguientes resultados:

Proposicion: 22.0.1. Si g1,...,9rx son funciones convexas definidas en un
conjunto convero A CR™, ¢, ..., ¢, son escalares positivos, entonces g = c¢1g1+
<o+ cpgr es una funcion conveza.

Proposicién: 22.0.2. Sea {9, : « € I} una familia de funciones convezas
definidas en un mismo conjunto convexo A C R"™, entonces la funcion

g(x) = sup ga ()
a€el

es una funcién convexa en A, siempre que g sea una funcion finita (tome valores
finitos).

Nota: Cuando g : A — [—00, 00| admite valores en el sistema de los reales
extendidos diremos que g es convezxa si cumple con la definicidn dada en (7).
Por lo tanto:

a={xeA/g(x) <}
es un conjunto convezo:
r, ' €a:  g(x) <oo; g(z') < o0

luego
glte + (1= t)a) < tg(x) + (1 - t)g(a’) < o0

entonces tx + (1 — t)z’ € a.

Proposicién: 22.0.3. Cuando f: A — R es convezra, con A C R™ un conjunto
convezxo, los conjuntos:

A, ={x e A/ f(x) <r}
son conjuntos converos.

Proposicién: 22.0.4. Atendiendo a la nota anterior, si {go : @ € I} es una
familia de funciones convezxas en un conjunto convexo A C R™, entonces

g(x) = SUp g (z)

es una funcion convexa en el sistema real extendido.

El conjunto a = {x € A/g(x) < oo} es un conjunto convexo que corre-
sponde a los puntos x € A donde los valores {go(z) : o € A} estdn acotados
supertormente.
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Veremos que g €es convexa:

ga(tz + (1 =t)y) <tga(z) + (1 —1)ga(y)

cuando t € (0,1), z,y € A. De manera que:
sup g (tr + (1 — t)y) < sup (tga(z) + (1 —t)ga(y))

luego
sup go (tz + (1 — t)y) < suptga(r) + (1 —t) sup ga(y)

luego
gtz + (1 —t)y) <tg(x) + (1 —t)g(y)

donde aceptamos los valores co para g.

Proposicién: 22.0.5. Sea f : R™ — R una funcion convera y T : R® — R™
una aplicacion lineal, entonces foT : R™ — R es una funcion convezxa.

Proposicién: 22.0.6. Sea f : R — R una funcion convexa y ¢ : R — R
una funcion convexra no decreciente, entonces p o f : R™ — R es una funcion
convexa.

Proposicion: 22.0.7. Una funcion f : R® — R es convera si y solo si su
restriccion a cualquier recta es una funcion convezxa, es decir f : R® — R es
conveza si y solo si p(t) = f(z + ty) para t € R es convera de R en R para
cualquier eleccion de x e y en R™.

22.1. Epigrafe de una funcion

Dada una funcién f : A — R definida en un conjunto A C R", definimos su
epigrafe como el conjunto

Epi(f) = {(z;t) e R"™' Jz € 4; f(z) < t}.

Hacemos notar que Epi(f) € R"™! y que la grafica de f parte de la frontera del
Epigrafe de f:

Graph(f) = {(z; f(z)) € R"™" /2 € A} C Frontera(Epi(f)).

Basta notar que (z; f(z)) € Epi(f) pero (x; f(z) —€) ¢ Epi(f) para ¢ > 0
arbitrario. Es evidente el sentido del prefijo epi en esta definicién el cual nos
debe llevar de manera natural a la definicién de hipégrafe de una funcién.

La mayor utilidad del concepto de epigrafe de una funcién es que nos permite
emplear los conceptos de convexidad estudiados para conjuntos para la mejor
comprensién y andlisis de la convexidad de funciones. En particular podemos
dar una caracterizaciéon de la convexidad de una funcién en términos de la
convexidad de su epigrafe:
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Proposicién: 22.1.1. Sea A C R" convezo, una funcion f : A — R es conveza
si y solo si su epigrafe es convezo.

Demostracién: Supongamos que Epi(f) es un conjunto convexo; dados z,y €

Acont e (0,1) vemos que t(z; f(z))+(1—1t)(y; f(y)) € Epi(f) porque (z; f(x)),
(y; f(y)) € Graph(f) C Epi(f). Por definicién

(tx + (1 = t)y;tf(x) + (1 — 1) f(y)) € Epi(f)

luego
flte+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 -1)f(y),

entonces f es una funcién convexa porque z,y € A con t € (0,1) son todos ar-
bitrarios. Reciprocamente, supongamos que f : A — R es una funcién convexa,
entonces si (z;t); (y; ) € Epi(f) con A € (0,1) tenemos:

flz) <t
fly) <ij
AM(@)+ (1 =N fly) <M+ (1= N)j

como f es convexa:
Sz + (1 =Ny) <Af(@)+ (1 =A)f(y) <A+ (1-A)j
entonces:
Az + (1 =Ny At + (1= A)j) = Mz t) + (1 — M)(y;5) € Epi(f)

luego Epi(f) es convexo.

Veremos una aplicacién 1til de este resultado. Sabemos que las funciones
lineales afines son concavas y convexas a la vez, mostraremos que ellas son las
unicas funciones con esta propiedad.

Proposicién: 22.1.2. ¢ : R™ — R es una funcion concava y conveza, entonces
p es lineal afin.

Demostracién: Sea f : R” — R céncava y convexa. Dado un punto (a, f(a))
en la grafica de f, sabemos que (a, f(a)) es un punto frontera del Epi(f) y de
Hipo(f) los cuales son convexos porque f es concava y convexa a la vez. Sea H
el hiperplano de soporte de Epi(f) en el punto (a, f(a)) y sea K el hiperplano de
soporte de Hipo(f) en el mismo punto. Podemos representar a H y a K como:

H = graph(l)
K = graph(r)
donde I, r son funciones afines en R™. Como H es hiperplano de soporte para

Epi(f), tenemos que Epi(f) C H+ = Epi(l), entonces (z; f(z)) € Epi(l)Vx €
R™, con lo cual I(z) < f(x)Vz € R™.
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Andlogamente, K es hiperplano de soporte de Hipo(f) entonces Hipo(f) C
H~ = Hipo(r), asf que (z; f(z)) € Hipo(r) Vz € R", de donde f(z) < r(z)Vz €
R™, vemos asi que I(z) < r(x) V& € R™, pero r — [ es afin, entonces r —
I =constante, como (a, f(a)) € HN K, entonces r(a) = f(a) = l(a), asi que
r —1=0. Por lo tanto r = en R" y asi H = K. Esto significa que Epi(f) C
H™* = Epi(l) y que Hipo(f) € H~ = Hipo(l), asf que

(w; f(x)) € Epi(l) N Hipo(l) = graph(l)

luego l(x) = f(z) Yo € R™, as{ que f es una funcién lineal afin.

22.2. Continuidad de funciones convexas

Como preambulo al siguiente resultado acerca de funciones convexas, el cual
muestra que en general las funciones convexas son continuas, debemos recordar
algunos elementos de topologia en espacios euclidianos. Una funcién f : R™ — R
es continua en un punto a si | f(a)— f(z)| se puede hacer arbitrariamente pequeno
cuando x — a, es decir cuando ||z —al|z — 0. Debemos senalar que esta situacién
es completamente independiente del tipo de norma empleada porque todas las
normas en un espacio vectorial de dimension finita son equivalentes. Por ejemplo
si tomamos la norma euclidiana:

llle = (2} + -~ +23)'/?

y la norma del maximo
lolloo = mitx |z

encontramos facilmente que:

lz])3 < nllz|l3, Yz e R"

lzll3 lellz]3 Vo € R
por lo tanto:

|zllo lellzll2 < V||l Vo €R™

< lzfloo < ll2ll2

L)
— ||
Jn'e

lo cual muestra que la convergencia x — a tiene lugar bajo ambas normas de
manera equivalente: ||z — al|oc — 0 si y solo si ||z — a|]2 — 0.

Desde un punto de vista topoldgico, es interesante notar que los sistemas de
vecindades que generan ambas normas son también equivalentes:

Ve(a) ={z e R" /||lz —allec <7}
Br(a) = {x e R" /[|z —al|s <7}
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son conjuntos convexos tales que:

x
Vila) € Byrp(a) porave 192 < [allBr(a) € Vi) poraue el < el
entonces B.(a) C V,.(a) C B /. (a) ¥r >0 Va € R".
En el caso n = 2 tenemos el diagrama de la figura ?? para B,.(o) C V(o) C
B s5,.(0).

Figura 22.1: Diagrama de B,.(0) C V,.(0) C B s,(0) para n = 2.

Anélogamente, Vo (a) C By(a) C Vi(a) porque ||z||l2 < v/nl|z||leo ¥ en el
caso n = 2 tenemos el diagrama de la figura ?7.

Esto muestra un caso particular de equivalencia entre dos normas especificas
para el espacio euclidiano R™. El lector debe probar el siguiente resultado general
de la topologia:

Teorema 22.2.1. Dos normas cualquiera en un espacio vectorial de dimension
finita son equivalentes, es decir si X es un espacio vectorial y || - |1, || - ||2 son
normas para X, entonces existen constantes positivas «, 3 tales que

aflz1|ly < [|z2ll2 < Bllzall Vo e X
Procedemos a presentar el resultado de nuestro interés.

Teorema 22.2.2. Si f : R® — R es una funcion convexa entonces f es una
funcion continua.

Corolario: 22.2.1. 5t A CR" es convexo y f : A — R es una funcién conveza,
entonces f es continua en el interior de A.
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Figura 22.2: Diagrama de V_-_ (0) C B,(0) C V;-(0) para n = 2.

Corolario: 22.2.2. Si A CR" es convero y f : A — R es una funcion convezxa,
cuando a es un punto de A en el cual f no es continua, entonces a pertenece a
la frontera de A.

Daremos la prueba del teorema y dejaremos la verificaciéon de los colorarios
al lector. Sin pérdida de generalidad mostraremos que f es continua en el punto
0. Es fécil ver que una vecindad V,.(0) es un hipercubo de radio r centrado en
el origen de R™. Por las propiedades generales de las normas veremos que V,.(0)
es cerrado, convexo y acotado. Por lo tanto V,.(0) es un conjunto convexo y
compacto. Empleando los resultados conocidos de anélisis convexo y topologia
sabemos que V;.(0) se puede describir como la clausura convexa de sus puntos
extremos:

V(0) = co(ext(V;.(0))).
Como V;.(0) es un hipercubo, es un tipo particular de poliedro acotado (poli-
topo)7 por lo cual sus puntos extremos son precisamente sus vértices:

V,(0)={xeR"| —r<az; <r;Vi=1,...,n}

El conjunto explicito de desigualdades lineales que lo define es:

T < r
—I < r
T2 < r
—X9 < r
r, < T

-z, < r
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el cual estd definido por 2n desigualdades listadas en parejas linealmente de-
pendientes, con la particularidad evidente que cualquier seleccién de n desigual-
dades, tomando n miembros con uno de cada pareja conduce a una colecciéon de
n desigualdades linealmente independientes cuyo rango, al expresarlas en forma
de sistema de ecuaciones serd siempre n. Es evidente que cualquier seleccién de
n desigualdades linealmente independientes debe hacerse siempre de esta forma.
Esto demuestra que V,.(0) tiene exactamente 2" vértices como podriamos haber
concluido al estudiar el hipercubo V,.(0) por otros métodos. El lector deberia
proponer su propia solucién a este problema. Los 2" vértices del hipercubo V,.(0)
los podemos describir explicitamente como: Y-, p;e* donde e, ..., e™ es la base
natural para R” y p = (p1,...,pn) es un vector en R™ que tan solo admite los
valores +1 en sus componentes. Para efectos de claridad representaremos estos
vértices como vl, .. ,02" y asi tenemos que

Vi(0) = co{rvt,...,r*"}

= rcof{vt,...,0?"}

cuando ||z||ec < 7, tenemos que z € V,.(0), entonces Zf:l \irvtcon Aq, ..., Agn >
0y A1+ -+ Aan = 1, puesto que f es convexa tenemos:

flz) < Z Aif (ro®)

cuando r < 1 tenemos:
frv")y <rf)+ (1 —7r)f(0) Vi=1,...,2"

de donde:

on

fz) < Z Ai{rf(0') + (1 =) f(0)}
asi que

F@) = £(0) < Nr{f(v') = £(0)}
i=1

porque Zle Ai = 1, con lo cual

on

f(z)— f(0) < TZ)\i’LUi <rm

i=1

donde m = 1I<n_é>2< w; con w; = f(v')— £(0). Tenemos pues que f(x)—f(0) < rm
71 n

si ||#|]ee < r. Utilizando la simetria de la figura ?? podemos describir 0 como
1

0=1(2) + 3(—z) y f es convexa, tenemos:

f(@) + 5 (=)

DO =

F0) <
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Figura 22.3: 0 = 1(z) + 3(—2)

de donde
2f(0) < f(z) + f(—2).

Por otra parte || — z||oo = ||#]|cc < 7, entonces f(—z) — f(0) < rm asi que

f(0) = f(z) < f(=2) = f(0) < rm,
lo cual nos permite afirmar que:
|f(0) = f(z)| <rm

siempre que ||z|| < r. Esto prueba la continuidad de f en el punto 0.

22.3. Convexidad bajo supuestos de diferencia-
bilidad

Sea A C R™ un conjunto abierto y convexo, una funcién f: A — R de clase
C! es convexa si y sélo si

fl@) = fy) > Vfy) - (x—y) Va,yeA (22.2)

f+ A — R es estrictamente convexa si y sélo si la desigualdad (??) es estricta
para todo x,y € A.

Demostraremos estos resultados empleando elementos de calculo diferencial
y andlisis convexo. Supongamos que f : A — R es convexa y de clase C!
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tomando h € (0,1) encontramos

fly+h(z—y) = f((1—-h)y+h)
= (L=h)f(y) +hf(z)
fly+hlx—y) - fly) = h(f(z)-f(y)
f /

(y+h(x;y))* W _ ) - r)

tomando h — 0 encontramos a la izquierda la derivada direccional de f en el
punto x en la direccién x — y, asi que

—

Vi) (x—y) < fx) = fly)

Ahora veremos que si f(z) — f(y) > Vf(y)- (z —y) Va,y € A, entonces f es
convexa: Tomamos t € (0,1), z,y € A arbitrarios y definimos z = tx + (1 — t)y
como un punto genérico en el interior del segmento de recta que une x con y.
Vemos que

-z = (1-t)(z—vy)
y—z = tly—ux).

Por lo tanto, utilizando la hipdtesis:

f@)=f(z) 2 Vf(z) - (x—2) = (1-t)Vf(2)- (x —y)
fW) = f(2) =2 V(=) (y—2) =tVf(z) - (y — )
de donde
tf(@)+ (A —1t)f(y) > f(z) = fltz + (1 —t)y)

como esperamos para que [ sea convexa.
Sif(x)—f(y) > Vf(y) (x—y) Vo #y € A, repetimos el argumento anterior
y encontramos que

tf(z) + (1 =1)f(y) > f(tx + (1 = t)y)

cuando x # y, t € (0,1), lo que prueba que f es estrictamente convexa.
Supongamos que f es estrictamente convexa en A, también supongamos que
f@)=fly) =Vf(y)  (x—y) con x #yen A. Dado t € (0,1), tenemos que

fltx+ (1 -t)y) < tf(x)+ (1 -1)f(y)
fly) +t(f(z) = f(y))
@) +tVfy) - (@ —y).

Pero como f es convexa y C'! tenemos que f(tz—+(1—t)y)—f(y) > VF(y)-(x—y)
asi que llegamos a una contradiccién.

Cuando A C R™ es convexo y abierto, y f : A — R es una funcién de
clase C?, tenemos que f es convexa si y sélo si su matriz Hessiana H f(a) es
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semidefinida positiva en cada punto ¢ € A. Empleando la férmula de Taylor
tenemos:

—

flx)=fly) = Vi) (z—-y) = %(x—y)tﬂf(yﬂ%(:ﬁ —y))(x—y) >0

siempre que H f(a) sea semidefinida positiva en A, dado que 8 € (0,1). Como f
es C?, en particular es C1, lo cual muestra que f es convexa porque f(z)—f(y) >
Vf(y) (z—y) Ve, y € A. Este tltimo argumento justifica que f es estrictamente
convexa cuando su matriz Hessiana es definida positiva en A.

Supongamos que f es convexa en A, entonces f(z) — f(y) > ﬁf(y) Az —
y) Va,y € A, debido a que f es C? y en particular C'. Tomamos a € A
y mostraremos que la matriz Hessiana H f(a) es semidefinida positiva. Dado
z € R"/{0} a+ hz € A cuando h > 0 es suficientemente pequeno, con la
férmula de Taylor encontramos:

- 1
fla+hz)— fla) =V f(a) hz+ §h2thf(a + 6hz)z
y por la hipétesis de convexidad tenemos:
ZHf(a+60hz)z>0 6¢€(0,1) (22.3)

y h > 0 arbitrario. Por la continuidad de las segundas derivadas parciales de
f,si 2tH f(a)z < 0 podriamos encontrar un h > 0 lo suficientemente pequefio
para que z'H f(a + 0hz)z < 0 V0 € (0,1) asi que esto contradiciria el resultado
(?7), por lo tanto 2'H f(a)z > 0. Como z es arbitrario en R™ / {0}, concluimos
que H f(a) es semidefinida positiva.

Observamos que cuando f es estrictamente convexa y de clase C? no es
necesariamente cierto que la matriz Hessiana H f(a) sea definida positiva en
todo a. El lector deberia ilustrar esta observacién con un ejemplo.

Aplicando estos resultados podemos encontrar nuevos ejemplos de funciones
convexas:

1. Exponencial:

x — e** es estrictamente convexa en R si k # 0.

2. Potencias:
o 9 11
r — % es estrictamente convexa en x > 0 cuando a < 0 y cuando « > 1.

T — x“ es estrictamente céncava en x > 0 cuando a € (0,1).

3. Formas Cuadraticas: Dada una matriz definida positiva A € R™*" la
formas cuadrética z! Az define una funcién estrictamente convexa en R™.

4. Funciones Cuadraticas: Una funciones cuadrética xAxz +b-x + v es
convexa en R" si y solo si A es semidefinida positiva.

5. Logaritmo:

La funcién z — log(z) es estrictamente céncava en x > 0.

6.  — |z|P con p > 1 es una funcién convexa en R.
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22.4. Resultados basicos para funciones con-
vexas

Presentaremos algunos resultados de importancia en programacién no lineal
que involucran funciones convexas.

Proposicién: 22.4.1. Sea A C R™ un conjunto convexo, fi,...,fm funciones
convexas definidas en A y hy,..., hy funciones afines definidas en A. Si no
existe un punto x € A tal que fi(x) < 0Vi =1,...,m y hj(z) = 0Vj =
1,...,k, entonces existen vectores p € R™, q € RF tales que p > 0; p y ¢ no son
simultaneamente nulos y cumplen:

p-f(x)+q h(z) =0
para cada x € A.

La demostracion de este resultado es una interesante aplicacién de los teo-
remas de separacion en andlisis convexo.
Demostracién: Definiremos el conjunto C en R™** como aquellos puntos
(y; 2) € R™** con la propiedad de que existe un z € A tal que:

y> f(z); z=h(z).

Vemos que C es un conjunto convexo: cuando (y; 2), (y'; 2’) € C, entonces existen
z, ' € A tales que

y> f), v > f(2"), z=hx), 2 =n@),

sit € (0,1) encontramos que;

ty+ (1 —t)y' > tf(x)+ (1 -1)f(z")

> f(tz + (1 —t)z")
tr 4+ (1—1)2' > th(z) + (1 — )h(z') > h

(tz + (1 = t)a’)

donde hemos utilizado la convexidad de las componentes de f y la afinidad
en las componentes de h. Aqui tenemos f = (f1,..., fm); b = (h1,..., ).
Esto comprueba que t(y;z) + (1 — t)(y';2") € C, lo cual demuestra que C es
convexo. Hemos supuesto que no hay ningtin 2 € A tal que f(z) <0y h(x) =0
lo cual significa que 0,,,% en R™** no pertenece al conjunto convexo C C
R™+*. Por el teorema débil de separacién, sabemos que existe un vector (p;q) €
R /{0, 4} tal que

py+q-z>0 VY(y;2)eC.

Es evidente que (y';2) € C siempre que (y;2) € C y ' > y. Asl que podemos
tomar g’ arbitrariamente grande y siempre debe cumplir p -y’ + ¢ -z > 0. Esto
implica que p > 0, por que de lo contrario no podria ser cierto que p-y’'+q-z > 0
para y’ > y arbitrario. Por otra parte, dado z € A fijoy ¢ > 0 arbitrario podemos
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definir y° como y; = fi(x) +<¢ Vi =1,...,m, de manera que (y°,2) € C, V¢ >0
donde z = h(x). Por lo tanto

Py tq-z=p flx)+p° +q-h(zr) =0
donde p* =¢ Z:;l pi, como ¢ > 0 es arbitrario, tenemos:
p-f(x)+q-h(x) >0 VzreA

Como consecuencia de este resultado encontramos un importante teorema
de programacién matemaética:

Corolario: 22.4.1. (TEOREMA DE GORDAN)
Sea A € R™ un conjunto convexo y fi,..., fm funciones convexas definidas
en A, entonces una y solo una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1. Ezxiste un x € A tal que fi(z) <0Vi=1,...,m.
2. Eziste un vector p € R™ tal quep >0 yp- f(x) >0 Vo € A.

La utilidad de este resultado se pondrd de manifiesto mas adelante.

22.4.1. Casos especiales

Dedicaremos un espacio a mostrar la convexidad de unas funciones particu-
lares de nuestro interés:

1. f(z) =log(e® + -+ 4 ") convexa en R"
n 1/n
2. La media geométrica f(x) = <H1 xi) es céncava en R | .
i=

3. f(z) = logdet x es concava en el espacio de las matrices simétricas definidas
positivas ST, .
22.5. Convexidad y optimizacion

Sea A C R™ un conjunto convexo y f : A — R una funcién convexa. No
es dificil ver que los minimos locales de f en A son minimos globales: sea a un
minimo local de f en A: existe ¢ > 0 tal que f(a) < f(z) cuando x € A con
||z — al| < ¢. Dado y € A tenemos:

fla) < flta+ (1 =t)y) <tf(a) + (1 —1)f(y)
eligiendo un ¢ apropiado para que
lta+ (1 —t)y —al| = (1 =1)|ly —al| <<

t € (0,1), entonces f(a) < f(y) asi que f(a) es minimo global de f en A.
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Es importante ver que el conjunto de minimos (globales) de f en A es un
conjunto convexo, basta definir

Ap={z € A: f(x) <m}.

donde m = min f(x).
z€A
Finalmente mostraremos de una forma muy simple que el minimo de una
funcién céncava en un conjunto convexo y compacto se obtiene en uno de sus
puntos extremos. Sea A C R™ un conjunto compacto y convexo, si f : A — R es
céncava, entonces es continua y existe un punto a € A tal que f(a) = ml’g fx).
re

Como A es convexo y compacto, A se puede expresar como la clausura convexa
de sus puntos extremos: A = co(ext(A)) por lo tanto a = vazl A;a* donde
a',...,a" son puntos extremos de A, A\1,...,An >0y A\ +---+ Ay = 1. Como

f es céncava tenemos:

T I<i<N

N
m=f(a) > 3 Nif(a’) > min f(a’) = f(a')

asf que f(a’) = m para un punto extremo a’ de A.



Capitulo 23

Funciones gauge de
conjuntos convexos

Supongamos que A C R™ es un conjunto convexo que contiene el cero en su
interior: 0 € int(A). Podemos definir una funcién ¢ : R — Ry como:

plx) =int{A >0 : z € NA} Vz eR"™

Para ver que esta funcién estd correctamente definida, supondremos que x # 0
y puesto que 0 € int(A), debe haber una vecindad V' de cero contenida en A:
0 € V C A donde V es abierto. Por lo tanto existe un € > 0 suficientemente
pequeno tal que ex € V C A entonces x € %A y esto muestra que el conjunto:
{A>0 : x € A} no es vacio cuando x # 0. Ademds estéd compuesto de valores
reales positivos, por lo cual estd acotado interiormente y el valor p(z) = int{A >
0 : = € AA} estd plenamente definido como un real no negativo. Cuando = = 0
encontramos que 0 € AA VA > 0 dado que 0 € int(A), entonces ¢(0) = 0. Vemos
que esta funcién estd bien definida y le llamaremos funcion GAUGE para el
conjunto A. A continuacién enumeraremos sus propiedades bésicas:

1. Homogeneidad para escalares positivos:
p(kx) = kp(z) cuandok > 0yz € R".
2. Subaditividad:
pr+y) <el@)+ely) Vo,yeR™
3. Continuidad: ¢ es uniformemente continua en R".
4. {x e R" [ p(x) < 1} = int(A)
5. {reR"/p(z) <1} =A
Demostraremos a continuidad estas propiedades:
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1. Cuando k£ > 0y z € R™ tenemos:
plkz) = int{A>0: kx € AA}
= int{A>0: xe%A}
int{kl,l >0 : z €lA}
kint{l >0 : x € lA}
k()

cuando k£ = 0 el resultado es trivial:

p(kz) = ¢(0) =0
ko(z) =0

2. Supongamos que x,y € R" y consideremos los conjuntos:
e1={A>0:zelA}
ea={A>0:ye A}
Si A € e1, Ay € eg son elegidos de manera arbitraria, entonces
T = )\1@1; y = Asa®
donde a',a® € A, puesto que A es convexo encontramos que

3 Mg A2

2
P— .A
PV VR v WL

a

y asi tenemos:

(A 4+ X2)a® = Aal + Xoa® =z +y
por lo cual z +y € (A1 + A2)A y por definicién p(z+y) < A + Aa. Puesto
que A\; € e1 ¥ A2 € ey fueron elegidos de manera arbitraria al tomar
fnfimos encontramos ¢(z +y) < p(z) + ©(y)

3. Dado un € > 0 arbitrario, existe un p > 0 que posiblemente depende de ¢,
tal que: la bola abierta con centro en el origen:

Vo={z R/ |la|l < p}

de radio p, estd contenida en eA: Vp C eA. Esto es posible debido a que
0 también es punto interior de €A para cualquier € > 0. Cuando z,y € R"
cumplen con ||z — y|| < J, entonces z —y € Vp C €A luego p(z — y) < €.
Empleando la subaditividad de ¢, encontramos:

o) =vl@—-y+y) <ol@—y) +ely)

luego
o) —po(y) <plz—y) <e
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Repitiendo el mismo argumento a partir de la afirmacién ||z — y|| < 9,
pero intercambiando los papeles de x e y, encontramos:

e(y) —p(z) <oy —z) <e.
y asi concluimos que
p(z) —p(y)] <e

siempre que ||z — y|| < d. Lo cual comprueba que ¢ es uniformemente
continua en R".

. Mostraremos que int(A) = {z € R™ / p(x) < 1}. Puesto que ¢ es continua,

el conjunto {x € R"/p(x) < 1} es abierto. Cuando x € R™ cumple
p(r) < 1, debe existir un A € (0,1) tal que = € AA, luego € Aa con
a € Ay XA e (0,1), as{ que = es un punto interior al segmento [0, al.
Puesto que 0 € int(A4) y a € A, siendo A convexo, todo el segmento [0, a
debe estar incluido en el conjunto A. Asi que x = Aa € A. Vemos de esta
forma que {z € R" /p(x) < 1} es un conjunto abierto contenido en A.
Para comprobar que {x € R" /¢(x) < 1} es el interior del conjunto A,
mostraremos que este conjunto contiene todos los puntos interiores de A.
Sea a un punto interior del conjunto A, entonces existe una vecindad V'
de a contenida en A: a € V C A donde V es un conjunto abierto. Vemos
facilmente que debe existir un valor p > 1 tal que pa € V' C A, entonces
a€ %A y asi ¢(a) < % < 1. Comprobamos de esta manera que

int(A) = {x e R" [ p(z) < 1}.

L A={zeR"/p(x) <1}

Puesto que int(A) # @, dado y € A existe una sucesion {z"} C int(A) tal
que ™ — y cuando n — oo. Como ¢(z™) < 1 y ¢ es continua, tenemos
¢(y) < 1. Esto muestra que A C {z € R" /¢(z) < 1}. Cuando z € R"
cumple p(z) < 1, separamos dos casos:

a) Si p(r) < 1 sabemos x € int(A4) C A
i o(

b) Sip(z) =1, entonces dado n € N tenemos que 1—|—% > 1, luego existe

un &1 < A\, <1+ % con x € M\, A, de donde i € A. Puesto que

1<)\n<1+%Vn€N,esevidenteque)\n—>151n—>oo,asique

5= — @ cuando n — oo. Sin embargo {)\i} C A, asi que x es punto
n n

limite para A, luego x € A.



Capitulo 24

Envolturas convexas de
funciones

Dada una funciéon convexa g : R — R es facil ver que g estd acotada
inferiormente por una funcién lineal afin [ : R® — R. Basta con tomar un
punto (a, g(a)) en la grafica de g, el cual es un punto frontera del epigrafe de g,
entonces existe un hiperplano de soporte H para Epi(g) en el punto (a,g(a)).
El hiperplano H se puede describir como: H = graph(l) donde ! es una funcién
lineal afin de R™ en R tal que I(a) = g(a). Como H es hiperplano de soporte
para Epi(g), tenemos Epi(g) € HT = Epi(l), por lo tanto I(z) < g(x) porque
(z,9(z)) € Epi(l) Vo € R™.

Esta afirmacion nos permite concluir que una funcién f : R™ — R estd acota-
da inferiormente por una funcién convexa si y solo si esta acotada inferiormente
por una funcién lineal afin. Veremos la utilidad de esta observacién a contin-
uacion.

Cuando f : R™ — R estd acotada inferiormente por una funcién convexa,
podemos definir una funcién f. : R” — R llamada envoltura convexa de f de la
siguiente manera:

fe(x) =sup{g(z) : g: R™ — Resconvexa, g < fenR"}. (24.1)

Resaltamos que el conjunto a la derecha no es vacio y estd acotado superior-
mente, por lo cual f.(x) estd correctamente definido como un valor finito.

A partir de los resultados de funciones convexas que hemos estudiado es facil
ver algunas propiedades inmediatas de la funcién f..

1. La envoltura convexa f. : R™ — R es una funcién convexa como su nombre
lo indica; de aqui se sigue que es continua.

2. Por definicién f. < f en R"™.

3. f. es la mayor funcién convexa que acota inferiormente a f, es decir que
g < f. siempre que g : R™ — R sea convexa con g < f. Esto justifica su
nombre envoltura convexa.
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4. La envoltura convexa f.(x) admite la definicién (??) tomando MAXIMO

en lugar de supremo. Esto es consecuencia de nuestra observacién anterior.

. La envoltura convexa f. admite la siguiente definicién alternativa:

fe(x) =sup{i(z) : 1:R" — Resafin, | < f}.

Basta reproducir la explicacién dada al comienzo de esta seccién, si g :
R™ — R es convexa existe una funcién lineal afin [ : R™ — R que coincide
con g en z y acota inferiormente a g. Resaltamos que [ depende de la
eleccion del punto x.

. Cuando f : R™ — R esta acota inferiormente por una funcién afin, tenemos

que Epi(f.) = co(Epi(f)). Esta propiedad se sigue de los elementos de
analisis convexo que hemos presentado.

Puesto que f. < f, Epi(f) € Epi(fc) luego co(Epi(f)) € co(Epi(fe)) =
Epi(f.) por que Epi(f.) es convexo. Al tomar clausura topoldgica tenemos:

co(Epi(f)) € Epi(f.) = Epi(f.)

porque Epi(f.) es cerrado, debido a que f. es continua.

Para mostrar la inclusién opuestas:

Epi(fe) € co(Epi(f))

acudimos a los resultados de separacién del andlisis convexo. Supongamos
que (2%ty) € R™™! no pertenece a co(Epi(f)) el cual es un conjunto
convexo y cerrado, entonces existe un hiperplano H que separa estricta-
mente, fuertemente al punto (2°;tg) del conjunto co(Epi(f)). Eso implica
que podemos expresar H como: H = graph(l) donde [ : R" — R es una
funcién afin, con (z%tg) € Hj ; luego to < I(2°); ademds existe ¢ > 0
talque

co(Epi(f)) C HY =Epi(l +)
como se puede ver en la figura 77.
Mostraremos que (2°;tg) ¢ Epi(f.). Como Epi(f.) C Epi(l + <), vemos
que l(z) + ¢ < f(x) Yz € R", entonces I(z) + ¢ < f.(z) porque f. es la
mayor funcién convexa que acota inferiormente a f. Entonces [ + ¢ < f.
en R, en particular:

to < 1(z%) < 1(2°) + ¢ < fo (%)

ast que (2°;t9) ¢ Epi(f.). Con este argumento verificamos que Epi(f.) C
co(Epi(f)), de donde concluimos Epi(f.) = co(Epi(f)).

Observacion: Es importante recalcar que la propiedad anterior no es
cierta si suprimimos la clausura topoldgica a la derecha, en general. Basta
estudiar el caso de la funcién Gaussiana:

fi) = e /2 enR.
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Figura 24.1: co(Epi(f)) € HI = Epi(l +¢)

7. Es importante caracterizar la envoltura convexa de una funcién f : R” —
R, acotada inferiormente por una funcién afin, de la siguiente manera:

N
= {nf Z Xif(a
i=1

donde el infimo contempla la familia de todas las combinaciones convexas
en R™ que igualan al punto x:

donde a',...,aV €R"”, A1,..., Ay >0 con Ay +---+ Ay = L.

Para demostrar esta afirmacién definimos la semirrecta abierta en R?+1
re = {(a;t) e R"™ /t > f.(a)}

y evidentemente
fe(a) = mf{t : (a;t) € o}

Como r, C inf Epi(f.) y hemos visto que Epi(f.) = co(Epi(f)), entonces
rq C co(Epi(f)) por lo tanto, cada punto (a;t) € r, lo podemos expresar

Ccomao:
N .
t) = Z )\i(al; tl‘)

donde Ap,... AN > 0; A+ +Ay =1y f(al) <t; Vi=1,...,N.

Entonces

N
= fe (ZAa) <ZA fela sz Xif(a') <t
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como t es arbitrario con ¢ > f.(a), entonces concluimos:
N
fela) =f Y "\ f(a)
i=1

cuando Zil)\iai:a, AM,...,Axn >0con A\ +---+ Ay = 1.

Por el teorema de Caratheodory podemos tomar N = n + 2, y concluir

que
n+2

fela) = inf Z Aif(a?) (24.2)

cuando A, ..., Api2 > 0; A+ -+ A\pso = 1 con Z?If Aot = a.

Hemos visto que Epi(f.) = co(Epi(f)) y ademds que podemos definir el
valor f.(a) como
n+2

fo(a) = inf Z Nif(a')

. 2 ; -
donde el infimo recorre todos los valores Z?:l Aif(a") de combinaciones

convexas Z?:f Aia® que igualan al punto a. Es interesante notar que el
infimo puede tomarse como minimo si y solo si Epi(f.) = co(Epi(f)). Note
que hemos suprimido la clausura topolégica. Esto nos lleva a presentar una
nueva propiedad de las envolturas convexas.

8. Dada una f : R" — R, que esté acotada inferiormente por una funcién
afin, podemos representar el epigrafe de su envoltura convexa como:

Epi(fc) = co(Epi(f))
si y solamente si todos sus valores se pueden expresar como

n+1

fe(a) = min Z i f(a?)

donde el minimo contempla todas las combinaciones convexas construidas

con valores Ap,. .., Api2 > 0; puntos a',...,a"*! € R", tales que
n+1 n+1
Z/\izl Z)\ial:a.
i=1 i=1

Es interesante notar que hemos reducido el nimero de términos de n + 2
an+1.

Demostracién: Supongamos que Epi(f.) = co(Epi(f)), como (a; f.(a)) €
Epi(f.) entonces existen valores Ay, ..., Ay > 0y puntos (a’;t;),...,(aV;ty) €
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Epi(f) tales que:

Z iti = fe(a)

=1

porque (a; fo(a)) puede ser expresado como una combinacién convexa de
puntos de Epi(f) en la forma:

N
(a5 fola)) = 3 Nila's )
i=1
donde A\q,...,Ay >0con A\ +---+ Ay =1.

Por la convexidad de f. tenemos:

N N
fela) = fe (Z W) < D Nifela) £ 3 Aif (@)

porque f. < f. Como cada punto (a’;t;) € Epi(f), entonces f(a’) < t;
Vi=1,...,N por lo tanto:

N . N
fe(a) < Z)\if(az) < Z)\iti = fe(a).
i—1 i=1

Lo cual muestra que

con

siempre que podamos expresar al punto (a; f.(a)) como una combinacién
convexa de puntos de Epi(f).

Todos los puntos (a; fe(a)), (a';t1),...,(a";tx) estédn inmersos en R*+!
pero en particular pertenecen a una misma variedad afin de dimensién
n, esta es el hiperplano H que es hiperplano de soporte para el con-
junto Epi(f.) en el punto (a;f.(a)). Supongamos por comodidad que
A,...,Axy > 0 con sz\; A= 1; Zil \iat = a; vazl Aif(a?) = fe(a),
sea | : R" — R una funcién afin tal que H = graph(l), entonces puesto
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que H que es hiperplano de soporte para Epi(f.) en (a; fc(a)) debemos

tener: | < f. < f en R™ con I(a) = fe(a). Paracada i =1,..., N tenemos
I(a¥) < f(a'), supongamos que [(a’) < f(a’) para algin j € {1,..., N},
entonces:

N N

> dila) <Y hif(a')

=1 i=1

pero por linealidad de | encontramos:

> Ail(a') =1 (Z ml) =1(a) = f.(a)
i=1 1=1
por lo tanto:
N .
fela) =1U(a) < Y Nif(a') = fo(a),
i=1

de donde obtenemos una contradiccién, asf que: I(a®) = f(a®) Vi =1,..., N.
Esto muestra que todos los puntos (a; f.(a)), (a';t1),. .., (a’;tyx) pertenecen
al hiperplano H.

Como
N

(a; fe(a)) = D> Nila'sty)

i=1

indica que (a; fc(a)) se puede expresar como combinacién convexa de los
puntos {(a%;t;) : i = 1,..., N}, entonces podemos aplicar el teorema
de Caratheodory sobre la variedad afin H para reducir (si es el caso) esta
combinacién convexa hasta un nimero méximo de n+1 términos (H tiene
dimensién n). Por lo cual podemos expresar f.(a) como

n+1

ﬁ@memﬁ

donde Ay,..., A\py1 > 0;al,...,a" Tt € R" con erll A =1; Z?:ll Aiat =

K3
a, finalmente comprobaremos que f.(a) admite la representacién:

n+1

fo(a) = min Z Nif(a?)

donde el minimo recorre todas las combinaciones convexas, con n + 1
P . 1 ; . .

términos a lo sumo, que satisfacen: Z;jl Aia® = a. Reciprocamente, si esto

es cierto, vemos que Epi(f.) = co(Epi(f)). Como f. < f y epigrafe de f. es

convexo, vemos que Epi(f) C Epi(f.) y de aqui que co(Epi(f)) C Epi(f.).
Cuando (a;t) € Epi(f.) encontramos que f.(a) < t. Por hipétesis, existen
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Ay At > 05 at, .. a™t € R tales que: Ay + -+ 4 Apyq = 1,
n+1 .
Y ha'=a
i=1

n+1

; Xif(a') = fe(a)

(24.3)

(a;t) = (a; fe(a) +t — fe(a)) = (a; fe(a) + L) donde L = ¢ — fo(a) > 0.
Podemos expresar (a;t) € Epi(f.) de la siguiente manera:

n+1 n+1 n+1
(a;t) = (Z \iats Z i f(a') + Z )\Z-L>
i=1 i=1 i=1

donde hemos utilizado las relaciones (?7?). Entonces

n+1

(a;t) = Z Xi(a'; f(a') + L).

i

luego (a%; f(a®) + L) € Epi(f) Vi =1,...,n+ 1.

Pero f(a') + L > f(a’),
t) € co(Epi(f)).

a
Concluimos que (a;t)
. Como consecuencia inmediata de la anterior proposiciéon tenemos:

Corolario: 24.0.1. Dada una funcion f : R® — R acota inferiormente
por una funcion lineal, tenemos que

Epi(fc) = co(Epi(f))

sty solo si
a€co{z eR"/l(z) = f(x)} VaeR"

donde l(x) es la funcidn afin que representa el hiperplano de soporte para
el conjunto convexo Epi(f.) en el punto (a; f.(a)).

Demostracién: Si Epi(f.) = co(Epi(f)), entonces para cada punto a €
R"™ tenemos que

n+1

Jola) = S Af(a)
=1

donde A1,...,App1 > O; vazl Xi = 1;ab,...,a"! € R con a =
2?24-11 A;a’. Como vimos, si [(x) representa al hiperplano de soporte para
el conjunto Epi(f.) en el punto (a; f.(a)), entonces l(a’) = f(a*) Vi =
1,...,n+ 1, entonces

a € co{r e R" /l(z) = f(x)}. (24.4)
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Reciprocamente, si se cumple (??) entonces, existen al,...,a"t! € R®
tales que I(a’) = f(a’) para i = 1,...,n+ 1y tales que a = Z?jll Aiat
donde Ay,..., A1 >0con > ;" \; =1, entonces

N
fela) = fe (Z /\iai> < Z Aif(a’) (24.5)

i=1

por convexidad, pero como hemos visto

> Xif(ah)y = Nl(a') =1 (Z ml) = I(a) (24.6)
i=1 i=1 i=1

por linealidad de I(x). Como [ representa al hiperplano de soporte para
Epi(f.) en el punto (a; fe(a)), tenemos: I(a) = f.(a), entonces utilizando
(??) y utilizando (??) concluimos que

n+1

fela) = Z Aif(a®).

Como este argumento es valido para cada a € R"*!, tenemos que podemos
escribir f. en la siguiente forma:

n+1

fe(a) = min Z i f(a®)
i=1

donde el minimo contempla todas las combinaciones convexas de puntos
en R™ con n + 1 términos que igualan al punto a. Entonces Epi(f.) =
co(Epi(f)) por el teorema.

Una ultima propiedad de envolturas convexas involucra directamente prob-
lemas de optimizacion global que seran de interés mas adelante.

Proposicién: 24.0.1. Cuando f : R™ — R es una funcion acota inferi-
ormente, un punto a € R™ es un minimo global de f si y solamente si a
es un minimo de f. con f.(a) = f(a).

Demostracién:

a) a es minimo global de f, entonces f(a) < f(z) Vo € R™ y tenemos
que f(a) < fe(x) < f(x) porque la constante f(a) es convexa y
minimiza la funcién f, evidentemente cuando x = a, tenemos f(a) <
fela) < f(a), luego f.(a) = f(a).

b) Supongamos que a es un minimo de f. que cumple f.(a) = f(a).
Como f. < f, tenemos f(a) = fc(a) < fo(x) < f(z) Vo € R,

entonces a es minimo global para f.



Capitulo 25

Envolturas convexas en
optimizacion

FALTA

105



Capitulo 26

Subgradientes y
subdiferenciales

FALTA

106



Capitulo 27

Programas matematicos sin

restricciones: con
derivabilidad

FALTA

107



Capitulo 28

Programas matematicos con
restricciones: sin

derivabilidad

Consideremos problemas de optimizacién descritos de la siguiente forma

MINIMIZAR f(z)
CUANDO z € Q

donde f es una funcién definida en €2, el cual es un subconjunto de R™ definido

como
Q={zeR"/gi(x) <0Vi=1,...,n}. (28.1)

El lector podra deducir facilmente cémo formular los planteamientos que dare-
mos aqui cuando el problema consiste en maximizar una funcién.
Este se representa en forma sucinta como:

min f(x)
s.a. (28.2)
x e

donde s.a. se refiere a sujeto a. La funcién f se denomina funcion objetivo y
el conjunto 2 se denomina conjunto factible. La variable z € R™ se denomina
variable de diserio y cuando = € ) decimos que x es una solucion factible. Si
existe un punto z° € Q tal que

f@®) < f(z) VzeQ

decimos que z° es una solucion factible dptima, si V(2°,¢€) es una vecindad de

radio € > 0 del ponto z° y se cumple que

f@) < f(x) VeeQnV(z®e)

108
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decimos que 2° es un minimo local de f en el conjunto 2. Cuando z° es una

solucién factible éptima también la llamaremos minimo global de f en Q. Ev-
identemente cada minimo global de f en ) es un minimo local de f pero no
necesariamente esto es cierto a la inversa. Sin embargo, cuando f es una funcién
convexa y {) es un conjunto convexo los minimos locales de f en ) también son
minimos globales. Cuando el conjunto factible {2 estd definido en la forma (?7)
decimos que el programa matemadtico (??) es un programa no lineal descrito por
restricciones en forma de desigualdades. Cuando todas las funciones g1, ..., gm
son funciones convexas, el conjunto {2 es un conjunto convexo. Cuando ) es
convexo decimos que el programa matemadtico (??) es un programa convexo.
En general podemos suponer que las funciones f,g1,...,gmn estan definidas en
R™, cuando sea conveniente especificaremos un dominio comun A C R" que en
general sera un conjunto abierto.

Emplearemos elementos de analisis convexo ya precentados para estudi-
ar programas mateméticos no lineales descritos como (?7). Supongamos que
f,91,-..,gm son funciones definidas en un conjunto abierto A C R™ y planteamos
el programa no lineal:

min f(x)
S.a. (28.3)
gi(z) <0 Vi=1,...,m.

Con este programa matematico podemos asociar dos tipos particulares de prob-
lemas conocidos como el problema de punto de silla de Fritz-John y el problema
de Kuhn-Tucker.

Problema de Fritz-John: Este problema consiste en encontrar un punto
T € A, un valor 49 > 0 y un vector \ € R tales que:

(,0(57,’70, )‘) < ‘P(@%’)\) < (P(l',’?(),)\)

para cada x € Ay cada A € R}, donde ¢ es una funcién Lagrangiana definida
como:

o(x,7, ) =v0f(z) + - g(x)

siendo g(z) = (91(2), - .-, gm ().
Problema de Kuhn-Tucker: Este problema consiste en encontrar un pun-
to T € A, un vector A € R"} tales que:

Y(E,N) < P(E,A) <P, )

para cada z € Ay cada A € R"}, donde 1 es una funcién Lagrangiana definida
como:

Pz, A) = f(2) + A-g().

Las componentes del vector A se denominan multiplicadores de Lagrange.
Vemos fécilmente que una solucién al problema de Fritz-John con 7o > 1
nos brinda una solucién para el problema de Kuhn-Tucker tomando (Z; A/p).
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Basta ver que

o(r,7,\) = Y (f(x)JrjO-g(x))

= ’YOQ/J ((E, A)
Yo

cuando 79 > 0. De igual modo una solucién al problema de Kuhn-Tucker nos
brinda una solucién al problema de Fritz-John tomando (Z, 1, \). Basta ver que

d)(‘r’ )\) = @(x’ 1’ )\)'

28.1. Condiciones suficientes de optimalidad

Mostraremos aqui la forma en que los problemas de Fritz-John y Kuhn-
Tucker nos dan condiciones suficientes para determinar los 6ptimos de un pro-
grama no lineal en la forma (?7).

Proposicién: 28.1.1. Cuando (Z,\) conT € Ay € R" resuelven el problema
de Kuhn-Tucker, entonces T es una solucion dptima para el programa no lineal

(7?).

Demostracién: Supongamos que Z € Ay A € R? solucionan el problema de
Kuhn-Tucker, entonces tenemos:

J@ +X9@) < f@)+A-g(@) < f(z)+X-glx) YVeeA VAeR]. (284)

De la primera desigualdad tenemos:
(A=X)-g(@) <0 VAERY,

haciendo A = 0,,, tenemos

-A-g(z) <0
y haciendo A\ — X\ = ¢’ tenemos ¢;(Z) < 0 Vi = .,m, como A > 0 entonces:
Xg(z) <0

y concluimos que \ - g(Z) = 0.
Por lo tanto la segunda desigualdad en (??) nos dice que

f(@) < flx) + X-g(x) Ve A,
como A > 0 en R™ concluimos que
f@) < fl@)+X-g(@) < f(2)

cuando g(z) < 0, es decir cuando g;(z) < 0Vi=1,...,m. Esto muestra que &
es solucién factible éptima del programa no lineal (?7).

Corolario: 28.1.1. Cuando (Z,70,\) con 7o > 0 resuelve el problema de Fritz-
John, entonces T es solucion factible dptima de (?7).
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28.1.1. Restricciones mixtas

Si consideramos un programa no lineal dado en la forma

min f(x)

s.a.

gi(x) <0 Vi=1,...,m
hi(x) =0 Yj=1,....k

entonces el problema de Kuhn-Tucker correspondiente toma la siguiente forma:
encontrar T € A, A€ R} y ¥ € R* tales que

Vz € Ay VA€ Ry € R* donde ¢(z, A, y) = f(c) + A g(z) + - h(z) donde
En esta situacion el problema de Kuhn-Tucker correspondiente también nos
da una condicién suficiente de optimalidad.

28.2. Condiciones necesarias de optimalidad (Fritz-
John)

Cuando A € R™ es convexo, f,g1,--.,gm son funciones convexas definidas
en A, siendo Z una solucién 6ptima del programa no lineal:

min f(x)
s.a.
gi(z) <0 Vi=1,....m (28.5)
conx € A,
entonces existe pg > 0y P1,...,Pm > 0 no todas nulas tales que (Z,po,p) re-

suelven el problema de punto de silla de Fritz-John con p) - g(z) = 0.

Demostracién: Como Z es solucién éptima del programa (?7), entonces no
existe ningin z € A tal que f(x) — f(Z) < 0; gi(z) < 0 parai=1,...,m. Por
lo tanto existen pg, p1, - - ., Pm NO todos nulos tales que:

po(f(z) — f(2))+p-g(x) >0 Vre A
De aqui tenemos que
pof(Z) <pof(x)+p-g(x) VreA,

tomando z = T encontramos 0 < p - ¢g(Z) como p >= 0y g(Z) < 0 tenemos
p-g(x) =0, asi que

pof(%) +p-9(®) <pof(z) +p-g(x) VoeA
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Como g(z) < 0 tenemos que p - g(Z) < 0 Vp € R, entonces
pof(Z) +p-g(Z) <pof(Z)+p-9(T)
por que p- g(Z) = 0, para cada p € R".

Corolario: 28.2.1. Si A € R" es convexo, f,g1,--.,gm Son funciones convexas
en A y hy,...,hg son funciones afines en A, cuando T es una solucion dptima
para el programa no lineal:

min f(x)

s.a.

gi(x) <0 Vi=1,...,m
hi(x) =0 Yj=1,....k

entonces, eriste pop > 0, p € R, q € RF tales que (Z, Po, P, q) resuelven el
problema de punto de silla de Fritz-John planteado como: encontrar py > 0;
pER?; g € RF con:

90(3_9313031% Q) < 90(5?,130;137 Cj) S Qa(x>ﬁ0>ﬁa q) Vo € A7 Vp € RT& v‘] S Rk

donde
o(x,p0,p,q) = pof(z) +p-g(x) +q- h(z)

Y Do, D, § no son todos nulos.

28.3. Condiciones necesarias de optimalidad (Kuhn-
Tucker)

Dado el programa no lineal

min f(x)
s.a. (28.6)
gi(x) <0 Vi=1,...,m
donde las funciones f, g1, ..., gm, son convexas y estan definidas en un conjunto
A C R", diremos que las restricciones g;(z) < 0 con i = 1,..., m satisfacen

la condicién de calificacion de Slater en A si existe un punto a € A tal que
gi(a) < 0 para cada ¢ =1,...,m. Por el teorema de GONDAN); esta afirmacién
es equivalente a decir que no hay ningiin p € R%*, no nulo, tal que p- g(x) > 0
Yz € A.

Diremos que las restricciones g;(x) < 0 con ¢ = 1,...,m satisfacen la condi-
cion de calificacion de Karlin en A si no existe ningin vector p € R /{0}
tal que p - g(z) > 0 Vz € A. Como vimos esta condicién es equivalente a
la condicién de Slater. Observamos que si cada una de las funciones g; con
1=1,...,m es estrictamente convexa entre dos puntos a, b del conjunto factible
Q={x e A/gi(z) <0,i=1,...,m}, entonces las restricciones g; < 0 con
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1 =1,...,m satisfacen la condicién de Slater, basta tomar ¢ € (0, 1), como §2 es
convexo: ta + (1 — t)b € Q, entonces

gi(ta+ (1 —t)b) < tgi(a) + (1 —1)gi(b) <0

por lo tanto g;(ta+ (1 —t)b) < 0 con ta+ (1 —t)b € Q@ C A. Observe que hemos
utilizado la convexidad de las funciones g; que representan las restricciones.

Teorema 28.3.1. Teorema de Kuhn-Tucker (sin diferenciabilidad)

Supongamos que A C R™ es un conjunto convexo, que las funciones f, g1, ..., gm
son funciones convexas definidas en A y que las restricciones del programa no
lineal (77, dadas por las funciones g1, ..., gm, satisfacen las condiciones de cal-
ificacion de Karlin en el conjunto A. Si T es una solucion factible optima del
programa no lineal (??) entonces existe un A € R’ que resuelve el problema de
punto de silla de Kuhn-Tucker y ademds cumple A - g(z) = 0.

Demostracién: Como vimos en el apartado anterior, existe T € A, 5\07 >0y
A € R que satisfacen el problema de punto de silla de Fritz-John. Si Ag > 0,
sabemos por la equivalencia entre los problemas de Fritz-John y Kuhn-Tucker

que (f, T/\()) es una solucién al problema de Kuhn-Tucker. Si Ao = 0 tenemos

Aof(@)+X-g(x) < Xof(z) +A-g(x) Ve A,

como A - g(z) = 0, entonces 0 < X - g(x) Vo € A, donde A no es nulo, lo cual
contradice la condicién de calificacién de Karlin.

28.3.1. Restricciones afines

Supongamos que f, g1, ..., gn son funciones convexas en R™. Nos interesa
establecer condiciones necesarias sobre las soluciones factibles éptimas de pro-
gramas no lineales dados en la forma:

min f(z)

s.a.

i(2) <0 Vi=1,...,m (28.7)

hi(x) =0 VYj=1,...,k
los cuales involucran un conjunto de restricciones lineales h1, ..., hx que pueden
expresarse en la forma Az = b donde la matriz A tiene k filas y n columnas y
podemos suponer que es de rango k. Diremos que las restricciones g1, . . ., gm, h1, - - -
satisfacen la condicion de calificacion de Slater generalizada cuando existe un
punto z° € R™ tal que g;(z°) < 0 parai =1,...,m con Ax? = b. Si no existen
vectores p € R; ¢ € R* no simultdneamente nulos, tales que

p-glx)+g-(Axr—b) >0 VaeR"

diremos que las restricciones gi,...,gm,h1,...,hi satisfacen la condicion de

calificacion de Karlin generalizada. Si existen dos puntos a y b en el conjunto
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admisible @ = {z € R" /g;(x) < 0,7 = 1,...,m; Az = b} del programa no
lineal (??) tales que cada funcién g; con i = 1,...,m es estrictamente convexa
entre ellos, diremos que las restricciones ¢, ..., g, satisfacen la condicion de
calificacion estrictamente generalizada.

Nuevamente vemos que como consecuencia del teorema de GOSDAN, la
condicién generalizada de Slater es equivalente a la condiciéon generalizada de
Karlin. Por otra parte, la condiciéon de calificacién estrictamente generalizada
implica la condicién generalizada de Slater y de Karlin.

Ahora podemos establecer una condicién necesaria sobre las soluciones 6pti-
mas de un programa no lineal dado en la forma (??) que involucra restricciones
lineales. Para ello utilizaremos un problema de punto de silla de Kuhn-Tucker
correspondiente.

28.3.2. Problema de punto de silla de Kuhn-Tucker

Para programas no lineales con restricciones lineales, dados en la forma gen-
eral (?77?) donde las restricciones dadas por las funciones afines pueden expresarse
en forma de un sistema lineal como Ax = b, siendo A una matriz de rango k
y dimensiones k x n el problema de punto de silla de Kuhn-Tucker toma la
siguiente forma: encontrar Z € R™, \ € R, 7 € R tales que:

V(@ N, ) < Y(E,AT) < U(z, A7)

para cada z € R", cada A € R} y cada v € R* donde % es una funcién
Lagrangiana definida como:

(@, A y) = fz) + A-g(x) +7- (Az - b).

Teorema 28.3.2. Si T es una solucion factible optima del programa no lineal
(7?) con restricciones lineales, que satisfacen la condicion de Karlin generaliza-
da, entonces existen \ € R, 7 € R* tales que (T, \,7) es una solucion para
el problema de punto de silla de Kuhn-Tucker, correspondiente al programa no
lineal (??). Ademds T y X satisfacen X - g(z) = 0.

Demostracién: Sabemos que existe \g > 0; \ € RTy ¥ € R* tales que
(Z, Ao, A, 7) satisfacen el problema de punto de silla de Fritz-John. Cuando A\g >
0, entonces (%, A\/Ao,7¥/\o) satisface el problema de punto de silla de Kuhn-
Tucker del programa no lineal con restricciones lineales (??). Cuando Ay = 0
tenemos:

¥-(AZ—b)=0<X-g(x)+7- (Ax —b) VzeR”

donde A y 4 no son simultdneamente nulos, con \ € RT y v € Rk, 1o cual

contradice la condicién de Karlin generalizada.
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28.4. Condiciones suficientes de Kuhn-Tucker:
bajo condiciones de derivabilidad
Sea A C R™ un conjunto convexo y abierto, sean f, g1, ..., gmn son funciones

convexas y diferenciables en A, supongamos que Z es una solucién factible 6pti-
ma del programa no lineal

min f(x)
s.a. (28.8)
gi(x) <0 Vi=1,...,m
que satisface las condiciones de Kuhn-Tucker, es decir existen Ay,..., Ay, >0
tales que:

V@) + > AiVgi(®) = 0
1=1

entonces Z es una solucién éptima del programa no lineal (?7).
Demostracién: Por la convexidad de f sabemos que f(z) — f(Z) > Vf(Z) -
(x —z) Vo € A. Como T satisface las condiciones de Kuhn-Tucker tenemos:

V@) - (x—2) ==Y \NiVgi(@)- (z—2)
=1
como cada funcién g; es convexa tenemos:

~Vgi(z) - (z — 7) > g:(7) — gs()

para cada ¢ = 1,...,m. Como los multiplicadores A1, ..., \,, son no negativos
encontramos

. m
Vi@)-(x—2) = Y (9@ - gi(x)

i=1

- Em: Aigi(r) >0
=1

porque \;g;(Z) = 0y por que g;(z) < 0 cuando z es una solucién factible del
programa (?7?). Entonces f(z) — f(Z) > 0 para cada solucién factible x, por lo
tanto podemos concluir que Z es solucién factible éptima.

28.4.1. Restricciones saturadas

Cuando Z es una solucién factible del programa no lineal (??) entonces
9i(Z) < 0 Vi =1,...,m. Diremos que g; es una restricciéon saturada en z, o
también que la restriccién g; se satura en Z cuando g;(Z) = 0. Entonces es
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importante notar que las condiciones de Kuhn-Tucker las podemos expresar
como: . .
V@) + ) AiVgi(r) =0
il
con \; > 0 Vi € I, donde I es el conjunto de indices que corresponden a las
restricciones saturadas de la solucién factible Z, es decir I = {j / g;(Z) = 0}.

28.4.2. Problemas con restricciones de igualdad

Cuando nos encontramos a un programa no lineal dado en la forma

min f(x)
s.a.
. 28.
gi(z) <0 Vi=1,...,m (28.9)
hi(x)=0 Vj=1,...,k
donde A C R™ es convexo y abierto, con f, g1, ..., gm funciones convexas y difer-
enciables en Ay hq, ..., h; funciones afines en R", entonces las condiciones su-

ficientes de Kuhn-Tucker toman la siguiente forma: Si Z es una solucién factible
de (??7) con
m k
Vf(.f) + Z szgz(jﬁ) + Z’}/thj(i‘) =0
i=1 j=1
donde A1,..., Ay > 0 con N\g;(Z) = 0 Vi = 1,...,m, entonces T es solucién

factible éptima del programa no lineal (??). Para mostrar esto empleamos la
convexidad de f que nos dice:

f(x) = f(@) = V(@) (¢ - 7)
y por las condiciones de Kuhn-Tucker tenemos:
—Vgi(@) - (x — 7) > g:(7) — gi(2)
para cada ¢ = 1,...,m. Por la afinidad de las funciones h, ..., h;y tenemos:
Vhi(z) - (= @) = hy(z) — hy(7)

entonces, por al condiciéon A\; > 0 sobre los multiplicadores, tenemos:
m k
V@) - (x—2) =Y Xi(9i(@) = gi(@) + Y75 (h; (@) — hy(2))
i=1 j=1

pero A\;g;(Z) =0 Vi =1,...,m por las condiciones de Kuhn-Tucker, h;(Z) =0
Vj =1,...,k porque T es solucién factible, entonces cuando z es una solucién
factible tenemos:

f@)—f@) > V@) (¢—7)

m k

=Y Nigi(®) =Y ihy()
i=1 j=1

0

v

v
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porque hj(z) =0,conj=1,...,kygi(z) <O0coni=1,...,m cuando z es una
solucién factible. Entonces concluimos que f(z) > f(Z) para cualquier solucién
factible = en (?7), asi que Z es solucién factible éptima de (?7).

Corolario: 28.4.1. Empleando los mismos argumentos podemos dar un marco
mds general de programas no lineales sujetos a restricciones mixtas donde las
condiciones de Kuhn-Tucker nos dan las condiciones suficientes para sus solu-
ciones optimas. Supongamos que A C R™ es un conjunto convexro y abierto,
supongamos que las funciones f,gi1,...,Gm,h1,... ) son convezas y diferencia-
bles en A y supongamos que las funciones hy/41, ... hy son concavas y diferen-
ciables en A. Sea T una solucion factible del programa no lineal:

(28.10)

que cumple las ecuaciones:

i=1 j=1

donde Ai,...; m > 0; 71, .., = 07 Y1,y < 0 con Agi(z) =0 Vi =
1,...,m, entonces T es una solucion dptima para el programa (?7)

Demostracién: Por la convexidad de f tenemos:

f@) = (@) 2 V(@) (@ -7) VreA
por las condiciones de Kuhn-Tucker tenemos:
m k
V@) ==Y AiVa(®) =D v Vh(@)
i=1 j=1
entonces:
~Vgi(@) (2 —3) > gi(7)— gi(2)
~Vh(@) - (x—7) >
Vi=1,...,mVj=1,..., k" debido ala convexidad de las funciones g1, . . ., gm, h1, . .. b},
analogamente .
Vi (&) - (¢~ 3) < hy(7) — hy(a)
Vj =k +1,...,k debido a la concavidad de las funciones hg/11, ... hg. Supong-

amos que z es una solucién factible bdsica para el programa matemadtico (77),
entonces g;(x) <Oparai=1,...,my h;(z) =0 para j =1,...,k, entonces:

flz) - f(z) =
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y por las condiciones de Kuhn-Tucker tenemos:
f@) = F@) =D Xi(gi(®@) — gi(x) >0
i=1

donde hemos empleado el hecho de que = y Z son soluciones factibles, por lo cual
hj(x) = h;(z) =0Vj =1,...,k y las condiciones de Kuhn-Tucker \;g;(z) =0
Vi=1,...,m junto con el hecho de que g;(x) <OVi=1,...,my A1,..., A >
0.



Capitulo 29

Programas matematicos con
restricciones: con

derivabilidad

29.1. Condiciones necesarias para optimos lo-
cales bajo condiciones de derivabilidad

Mostraremos aqui la forma en que resultados esenciales de andlisis convexo
nos proporcionan condiciones necesarias para la caracterizacién de 6ptimos lo-
cales en programas no lineales con restricciones de desigualdad dados en la
forma:

min f(x)
s.a. (29.1)
gi(x) <0 Vi=1,...,m

cuando las funciones f,g1,...,gm son funciones diferenciables definidas en un

dominio comun abierto A C R™.

29.1.1. Forma lineal del problema de Gordan

Cuando A es una matriz de dimensiones m X m, una y solo una de las sigu-
ientes afirmaciones es cierta:

1. Existe un y € R™ tal que Ay < 0
2. Existe un vector p > 0 en R™ no nulo tal que Ap =0

Para justificar este resultado vemos en primer lugar que si se cumple ?7? no
puede ser cierta la afirmacion ??. Supongamos que Ay < 0 cony € R™, sip >0
con p # 0, entonces p - Ay = Alp -y < 0, de manera que Alp # 0, porque si

119
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Atp = 0 entonces Ap-y = 0 obteniendo asf una contradiccién. Supongamos que
no es cierta la afirmacién ?? entonces definimos los conjuntos:

V={Ay/y e R"}
W={beR™/b<0}

como hemos supuesto que 77 no es cierto, entonces no existe ningin y € R™
tal que Ay < 0, lo cual significa que los conjuntos V' y W no intersectan. Por
otra parte V' y W son conjuntos convexos en R™, més especificamente V' es
el subespacio lineal que corresponde al recorrido de la transformacion lineal
A:R"™ — R™y W es el interior del cono convexo R™. Aplicando la forma débil
del teorema de separacion, existe un p # 0 en R™ tal que

Ay -p>z-p YyeR"” VzeR”_,
si e/ es un vector base canénico de R™, —re/ € R™_ para r > 0 arbitrario,
entonces —rel - p = —rp; puede hacerse arbitrariamente grande si p; < 0,
entonces p; > 0Vj =1,...,m. Dado € > 0, definimos 2° = (—¢,..., —€) € R™_,
por lo tanto

m
2 p=—€Y p<Ay-p=y-A'p,
=1

tomando limite cuando € — 0, encontramos 0 < ¥ - A*p con y € R™ arbitrario,
entonces A’p = 0. Concluimos que existe p € R, no nulo tal que Alp = 0,
como afirma la sentencia ?7.
29.1.2. Conjunto factible y 6ptimos locales

El conjunto factible del programa matematico (??) estd definido como:

Q={recA/g(x)<0Vi=1,...,m}.

Una solucién factible Z € Q es un éptimo local (de f en Q) del problema (?77?)
cuando existe una vecindad B(Z;¢€) de radio € > 0 del punto Z € Q tal que:

f(@) < f(x) VreQnB(Z;e).

Estudiaremos condiciones necesarias que nos permitan caracterizar los mini-
mos locales del programa (?7) bajo los supuestos de derivabilidad establecidos
sobre las funciones f,g1,...,gm.

29.1.3. Conos convexos de trabajo

Dada una solucién factible Z € Q) para el programa (??) definiremos algunos
conjuntos de utilidad que resultan ser conos convexos.
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Cono de direcciones factibles

Definimos el cono de direcciones factibles en Z como el conjunto Dz formado
por aquellos vectores y € R™ para los cuales existe un p > 0, con la propiedad
que T+ Ay € Q VA € (0, p). El lector debe comprobar que Dz es un cono convexo
en R”.

Cono de reduccién (direcciones de descenso)

Puesto que f : A — R es una funcién diferenciable, si y € R™ cumple con
Vf(Z) -y <0, entonces y corresponde a una direccién de descenso de la funcién
objetivo f en el punto T basta ver que

. A2
J@+2y) = F(@) + AV (@) -y + )
siendo £(A) una funcién de error tal que £(A) — 0 cuando A — 0. Por lo tanto
@+ M) < f(Z)

cuando A € (0, p) donde p > 0 depende de y.

Esto motiva la definicién del cono de reduccion o cono de direcciones de
descenso como el conjunto £z definido por aquellos vectores y € R™ tales que
Vi) -y<o:

L; ={yeR"/Vf(z) y <0}

el cual es un semiespacio abierto en R”.

Cono de restriccién (direcciones de restricciéon)

Supongamos que T € Q es una solucién factible, definimos I(Z) como el
conjunto de los indices de las restricciones que se saturan en el punto z:

I(z) ={i/g:(z) = 0}.
Supongamos que y € R" satisface ﬁgz(a’s) -y < 0Vie I(x), entonces
_ _ - A2
9i(Z + Ay) = i(Z) + AVyg;(Z) -y + 350\)
en particular si ¢ € I(Z) tenemos
- 22
9i(Z + A\y) = AVg;(@) -y + ?f()\)
de manera que ¢;(Z+Ay) < 0 cuando A € (0, §) para algin 6 > 0 que depende de
y. Cuando ¢ ¢ I(Z) entonces g;(T < 0 y para cualquier y € R™, por continuidad
de g; tenemos: ¢;(Z + A\y) < 0 si A € (0,6) donde § depende de g; y de z. Por
esta razén y es una direccién factible en Z siempre que Vg;(Z) -y < 0 Vi € I1(Z).
Esto motiva la definiciéon de un conjunto denominado cono de restricciones
como: .
R, = {y € R" / Vgi(s) -y < 0¥i € I(2)}

el cual es un cono poliédrico definido por los vectores ﬁgl(fc) con i € I(Z).
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29.1.4. Observaciones inmediatas

Supongamos que T € {2 es una solucién factible del programa matemético
(??). Si T es un 6ptimo local del programa (?7?) entonces ninguna direccién
factible en & puede ser direcciéon de descenso de f en T, si por ejemplo y es
direccién de descenso y direccion factible, entonces  + Ay € ) para cada A €
(0,9). Pero el valor de f en una solucién factible en la forma Z + Ay es:

F(& -+ 0) = 1)+ AT 1(@) -y + S e

como )\ﬁf(a’c)y < 0 porque y es direccién de descenso, entonces f(z+Ay) < f(Z)
tomando A suficientemente pequeno. Esto contradice que Z sea un éptimo local
de f en €. Esta afirmacién implica que los conos de direcciones factibles y el
cono de direcciones de descenso son disyuntos:

cuando T es un 6ptimo local para f en 2. Como hemos visto, cada vector
y € Rz donde Rz es el cono de direcciones de restriccion, es una direcciéon
factible, entonces Rz C Dz, por lo cual R; N £; = @ cuando T es un 6ptimo
local del programa (77?).

29.2. Condiciones de Fritz-John

Diremos que una solucién factible Z € Q del programa no lineal (?7?) satisface
las condiciones de Fritz-John cuando existen multiplicadores Ag, A1,..., Ay >0
no todos nulos, tales que:

AoV f(z) + Z/\zﬁgi(f) =0
i=1
)\791(5) = 0 Vizl,...,m

o de manera equivalente, existe Ao > 0; A\; > 0 para cada i € I(Z) tales que
MNVE(E) + Y AiVgi(@) =0
i=1
no siendo todos los multiplicadores Ao, A; con i € I(Z) nulos a la vez.

29.2.1. Condiciones necesarias de Fritz-John para opti-
mos locales

Cuando Z es un 6ptimo local del programa matematico (??) cuyas funciones
fy91, ..., gm son diferenciables en un dominio comin A C R", entonces T satis-
face las condiciones de Fritz-John.
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Demostracién: Como Z es 6ptimo local para f en €2, los conos de direcciones
de descenso y de restricciones no intersectan: Rz N £z = &, esto implica que el
conjunto

{yeR"/Vf(z) y<0,Vg(z) y<0Vieclz)}

es vacio. Si aplicamos la forma lineal del teorema de Gordan encontramos que
deben existir multiplicadores g, A; para i € I(Z), no todos nulos, tales que

MVF@) + Y AiVgi(z) =0,
i€l(z)

esta es justamente la condicién de Fritz-John en el punto z.

29.3. Condiciones necesarias de optimos locales
en condiciones de diferenciabilidad - Kuhn-
Tucker

Diremos que una solucién factible Z del programa (??) es un punto reqular
cuando el conjunto {Vg;(z) : i € I(z)} es linealmente independiente. Es decir
cuando los gradientes de las restricciones que se saturan en T son un conjunto
de vectores linealmente independientes.

29.3.1. Condiciones de Kuhn-Tucker

Una solucién factible (regular) z € Q satisface las condiciones de Kuhn-
Tucker si existen multiplicadores Ay, ..., A, > 0 tales que

m
Vi) + Y AiVgi(z) =0,
i=1
con \;g;(Z) =0Vi=1,...,m. Observamos que esto es equivalente a la afirma-
cién de que para cada i € I(Z)}, existe un multiplicador A; > 0 tales que

i€l(z)

29.3.2. Teorema de Kuhn-Tucker

Si Z € Q es un éptimo local y un punto regular del programa no lineal (?7)
cuyas funciones f, g1, ..., gmn son diferenciables en un dominio comin A C R"
abierto, entonces T satisface las condiciones de Kuhn-Tucker.

Demostracién: Aplicando las condiciones necesarias de Fritz-John, sabemos
que hay multiplicadores Ag, A; con i € I(Z) no todos nulos tales que:

NVI@E) + D MVe(®) =0,

i€l (z)
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si eventualmente Ay = 0, encontramos que los multiplicadores A; con i € I(Z)
definen una familia de coeficientes no todos nulos tales que

Z )\iﬁgi(i’) =0
i€l(z)

lo cual contradice la suposicién de regularidad en Z, segun la cual los gradientes
{Vgi(z); i € I(Z)} son linealmente independientes, asi que debemos aceptar
que Ag > 0y los multiplicadores :\\—0, 1 € I(Z)} satisfacen la ecuacién de Kuhn-
Tucker.

29.4. Problemas con restricciones mixtas

Consideraremos programas no lineales que involucran restricciones de igual-
dad y desigualdad, dados en la forma general:

min f(x)
s.a.
gi(x) <0 Vi=1,...,m
hj(x)=0 VYj=1,...,k
donde f,g1,..-,9m,h1,...,hg son funciones diferenciables definidas en un do-

minio comun A C R™ abierto.

29.4.1. Forma general lineal del teorema de Gordan

Supongamos que A es una matriz de dimensiéon m X n y B es una matriz
de dimensiéon k x n con rango k, entonces una y sélo una de las siguientes
afirmaciones es cierta:

1. Existe y € R" : Ay < 0 con By = 0.
2. Existe p > 0 en R™ no nulo y existe ¢ € R¥ tales que
Alp+ B'q=0,,
donde 0,, representa el cero en R™.

Demostracién: Cuando ?7 es cierta existe y € R™ tal que Ay < 0,,, y By = O,
sip>0en R™ con p # 0, tenemos que p - Ay = Alp -y < 0, cuando g € R*
tenemos q - By = B'q-y = 0, entonces A'p -y + Bfq-y < 0 siempre que p €
R /{0m} y que q € R%, por lo tanto no hay ninguna pareja p € R /{0m};q €
RF tal que Atp -y + Btq =1y < 0. Por lo cual ?? no es cierta.

Supongamos que 77 no es cierta, no existe ningin y € R™ tal que Ay < 0,,
con By = 0. Definimos el conjunto € en R™* como el cunjunto de las m + k
tuplas (z;w) € R™*F tales que z > Ay y w = By para algin y € R™. No es
dificil comprobar que € es un conjunto convexo. Puesto que 7?7 no es cierto, no
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existe ningin y € R : 0,, > Ay con 0 = By, lo cual significa que (0,,,0x) ¢ €.
Como € es convexo, existen p € R™; ¢ € R* no simultaneamente nulos tales que

p-z+q-w>0 Vizw)ecl.

Tomando y € R™; encontramos que Ay + € > Ay donde € = (¢,...,€) € R™ con
€ > 0; por lo tanto:
(Ay+ € By)e€ VyeR”

con lo cual
p-(Ay+é) +q-By>0 VYyeR"

asi que

p-Ay—f—eZpi—i-q-ByZO Ve >0

i=1
con y fijo. Tomando € — 0, encontramos
p-Ay+q-By>0 VyeR",
lo cual es equivalente a
Alp.y+Blqg-y>0 VyecR"

de donde concluimos que Alp + B'q = 0. Para mostrar que p > 0 tomamos
Ay + €) + re? con r > 0 arbitrario, si encontramos:

p-Ay+ed pitrpi+q - By>0 (29.2)

i=1

como 7 > 0 es arbirtrario p; > 0, de lo contrario no siempre seria cierta la
desigualdad (?7). Si p = 0 tenemos ¢q- By > 0 Vy € R, luego Blq-y > 0 asi que
B'q = 0, como B tiene rango k, concluiomos que ¢ = 0, como ¢ y p no son
simultaneamente nulos concluiomos que p > 0 no puede ser nulo.

29.4.2. El error de aproximacion
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Capitulo 43

Optimizacion no suave

(ANTA)

La optimizacién clésica (diferenciable) siempre resulta afin al concepto de la
diferenciacién. En contrasto a ello, la optimizacién no diferenciable analiza prob-
lemas que contienen funciones que no necesariamente deben ser diferenciables.
En especial se observan problemas dados en la forma

min f(z) (43.1)
donde las funciones f : R™ — R son localmente Lipschitz.

Por no tener la condicién de diferenciabilidad es dificil transportar directa-
mente métodos conocidos de la optimizacion clasica, para resolver problemas
del tipo (?7).

En la optimizacién no diferenciable se habla de solucidn del problema (?7)
cuando se halla un punto estacionario.

En la optimizacién no diferenciable el concepto de gradiente estd ausente,
asi que se emplea el cdlculo de subdiferenciales o subgradientes.

43.1. Elementos de analisis no suave
Se analizan funciones f : R™ — R, que son localmente Lipschitz:

Definicion 43.1. Una funcion f : R® — R se llama localmente Lipschitz en
x € R", si existe una vecindad U(x,e) y una constante K > 0 tal que

| fy) = fz) [ <K |y—=] (43.2)
para todo y,z € U(x,€).

La funcion f se llama localmente Lipschitz en M C R™, si cumple la condi-
cion (??) para todo x € M.

140
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La constante K de la definicién ?7 se llama constante de Lipschitz.
Lema. Sea f : R™ — R localmente Lipschitz. Entonces se obtiene:

1. f es continua,

2. f es diferenciable en casi todo R™ (en el sentido Lebesgue).
Demostracion. Véase por ejemplo Mékela & Neittaanméki, Th. 3.2.15. O

Se estan tratando funciones, que no son diferenciables. Para obtener una
herramienta similar a la del gradiente se introduce el concepto del subdiferencial.

Definicién 43.2. Sea f : R™ — R localmente Lipschitz en x € R™. El subd-
iferencial de f en x es el conjunto

Of (z) := conv{ lim V f(y;) | {yi}tien es una sucesion, tal que y; — = y f es diferenciable en y;}.
Yi—x

(43.3)
Cada elemento x; € Of (x) se denomina subgradiente de f en x.

Para el subdiferencial se cumplen las siguientes cualidades:

Lema. Sea f : R — R localmente Lipschitz en x € R™ con constante de
Lipschitz K. Entonces se cumple:

1. 0f(x) £ 0,
2. Of(x) es un conjunto convero y
3. Of(x) es un conjunto compacto con df(x) C B(0, K).

Demostracion. Véase Makeld & Neittaanmaki, Th. 3.1.4. O

Lema. Sea f : R™ — R localmente Lipschitz en x € R™. Entonces se cumple:

V() € 0f(x).

Si ademds f es diferenciable continua en x, se cumple:

Of(x) ={V/[f(z)}.
Demostracion. Véase Mékeld & Neittaanméki, Th. 3.1.7. O]

Para poder explicar mejor el concepto del subdiferencial se analizara el sigu-
iente ejemplo:

Ejemplo 43.3. Si se observa la funcion del valor absoluto en R,
r, st x>0
flz) = { —x, si x<D0.

La funcion es localmente Lipschitz. Es diferenciable continua en R\ {0}. El
subdiferencial de f en 0 estd dado por [—1,1] (v. figura ??).
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Figura 43.1: FEl subdiferencial del valor absoluto en 0.

Debido al lemma ?7 es intuitivo encontrar una condicién necesaria para
hallar minimizadores para funciones no diferenciables.

Proposicién 43.4 (Condicién necesaria para obtener minimizadores). Sea f :
R™ — R localmente Lipschitz y tenga un minimo en ¥ € R™. Entonces se
cumple:

0 € 9f (7). (43.4)

Para demostrar la proposicion ?? es necesario introducir primero el concepto
de la derivada direccional generalizada.

Definicion 43.5. Sea f: R™ — R localmente Lipschitz en x € R™. Entonces

f°(x;v) = limsup w

(43.5)
se llama derivada direccional generalizada de f en x en direccion v € R™, para
y € R", t € R2O0,

El subdiferencial de (??) se puede representar por medio de la derivada
direccional generalizada de la siguiente manera:

If(x) ={€eR" | fo(x;v) > €Tv YveR"). (43.6)

(V. Clarke , Th. 2.5.1).
Con el concepto de la derivada direccional generalizada se puede hacer la
demostracién de la proposicién 77.

Demostracion. Sea T un minimizador de f, o sea que existe un ¢ > 0 tal que
f(@+tv)— f(Z) >0 paratodo 0 <t <eywveR"
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Para la derivada direccional generalizada se obtiene:

fly+tv) — fly)

f°(Z;v) = limsup

y—T t
=4 t) — (3
> lim sup fE+to) = f(@)
yYy—T t
>0 (porque f(Z + tv) — f(Z) > 0 para t suficientemente pequena y ¢ > 0).

De aqui se obtiene f°(Z;v) > 0 = 07v para todo v € R™.
Con (??) se obtiene la suposicién 0 € 9f (). O

Cada z € R™ que cumple la condicién (??) se denomina punto estacionario
de f.
La condiciéon de la proposicién 77 también es suficiente si f es ademds con-
vexa (v. Mékeld & Neittaanméaki, Th. 3.1.8).
De aqui en adelante se trabajara con la siguiente premisa:
(AV) f :R™ — R es localmente Lipschitz.

43.2. Algoritmo general

Bajo la premisa se analizara el siguiente problema de optimizacion no lineal,
no restringida:

(P) min f(x).

z€R™
La meta de la optimizacién no suave es construir un algoritmo, que partiendo

de un punto inicial 1 € R, construya una sucesién {zy}7° ; C R™, que converja
contra un punto estacionario de f.

Se presentard aqui un algoritmo, que soluciona el problema (P). Servird como
guia, para obtener una estructura general de algoritmos de la optimizacién no
suave. Mds adelante se explicaran en detalle cada uno de sus pasos.

ALGORITMO GENERAL (AG)

Para encontrar puntos estacionarios x* € R™ de funciones f : R™ — R, que
son localmente Lipschitz.

Paso 0: (Inicializacién)

Sea x1 € R™ un vector de partida dado.
Ponga k = 1.

Paso 1: (Encuentro de la direccién de busqueda)
Encuentre di € R", tal que

flzr +tdi) < flxg), para un t > 0.

Paso 2: (Criterio de parada)
Si zy estd suficientemente cerca de x* = PARE
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Paso 3: (Busqueda de linea (tamafo del paso))
Encuentre t;, > 0, tal que

ty ~ argmin { f(zy + tdg)}.
>0

Paso 4: (Actualizacién)
Ponga xpy1 = xx + trdy,
k=k+1. — VAYA A Paso 1.

43.3. Meétodos de la optimizacién no suave

La més grande dificultad en los métodos de la optimizacién no suave es
encontrar una direccién de bisqueda (Paso 1 en (AG)). La idea mds natural
proveniente de la optimizacién clasica seria utilizar el gradiente negativo como
direccién de busqueda, como se hace por ejemplo en el método del méximo
descenso (véase por ejemplo Horst, Cap. 2.5.1).

El problema es que en la optimizacién no diferenciable se puede topar con
un punto zp € R™ en el cual la funcién f no es diferenciable. Si se escoge como
direccién de busqueda dj el negativo de cualquier elemento £ del subdiferencial
Of (x1) en xy, esta direccién de busqueda no asegura que en el siguiente paso se
llegue a un valor de funcién méas pequeno.

Como ejemplo para aclarar esta situacién se puede observar de nuevo la
funcién valor absoluto.

Ejemplo 43.6. En el punto T =0 se obtiene 0f(0) = [-1,1].

Si se escoge £ =1 € 9f(0) y se utiliza su negativo como direccion de busqueda
se obtiene: f(Z +td) = f(—t) > f(&) para todo t > 0.

Asi la siguiente iteracion no va a producir una reduccion en el valor de f.

En este ejemplo se puede observar ademds que el criterio para parar (Paso
2 en (AG)) no es muy claro.

Con el siguiente ejemplo se tratara de explicar por qué los métodos clasicos
de la optimizacién no sirven para tratar problemas no diferenciables.

Ejemplo 43.7 (v. Zowe). Sea f:R? — R definida como:

50922 41692)2, si x> |y
[l y) = 9z + 16y, si 0<az <y
9x+16|y| — 2%, si x <O.

El minimo se encuentra en x* = (—1,0)T.

La funcién f es convexa. No es diferenciable en el conjunto {(z,y) € R? |
x<0,y=0}.

Si se elige un vector inicial en el conjunto D := {(x,y) € R? | x > |y| >
(%)* x|}, y se aplica el método del mdzimo descenso con bisqueda de linea
exacta, se obtiene una sucesion, que converge contra T = (O,O)T, pero este
punto no es estacionario para f.
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Para sobrellevar las dificultades presentadas se han desarrollado diferentes
teorias. En general los métodos de la optimizaciéon no suave se pueden dividir
en dos grandes grupos: Métodos Subgradiente y Métodos Bundle.

Ambos trabajan con las siguientes premisas:

- (AV)

- en cada punto z € R"™ es posible calcular f(x) y un elemento cualquiera

Eedf(x)t.

43.4. Meétodos Subgradiente

La idea de los métodos Subgradiente se basa en las ideas de la optimizacion
clasica. Como direccién de busqueda se escoge en cada paso el negativo del
gradiente o subgradiente (o sea en puntos no diferenciables el negativo de un
elemento cualquiera del subdiferencial). Por esto, se trata de métodos que no
son de descenso, que en algunos casos convergen muy despacio.

Por la escogencia de la direccién de busqueda se obtienen dos grandes prob-
lemas.

Por un lado es dificil escoger el tamano del paso (Paso 3 en (AG)) y por el
otro es dificil obtener un buen criterio para parar.

La dificultad del tamafnio del paso se reconoce en el ejemplo ??. El vector
gr = (9,16)T es un elemento del subdiferencial en el punto z = (0,0)7. Pero
—gr no es direccién de descenso, o sea que no existe un t; > 0, tal que se
obtenga f(zr+1) < f(xg). Aunque se escoja otro elemento g € 9f(xy), que
fuera direccién de descenso, al elegir un t; segin Paso 3 en (AG), se podria llegar
a las mismas dificultades que se obtienen con el método del maximo descenso.
Por esto se trata de elegir los t;’s a priori, normalmente como una sucesién que
converja a 0. Esto lleva a que la velocidad de convergencia del método sea muy
mala, ya que los t;’s no tienen ninguna relacién con la funcién a tratar.

Si un punto estacionario carece de diferenciabilidad, puede pasar (por la
eleccién aleatoria del elemento del subdiferencial) que el método se lo salte.

Hay varias teorias de como se ha tratado de sobrellevar estas dificultades
(véase por ejemplo Shor), pero el mayor problema de los métodos Subgradiente
es encontrar un buen criterio para parar.

43.5. Métodos Bundle

Los inicios de los métodos Bundle se basan en las ideas del cutting plane
method, que fueron desarrolladas independientemente por Cheney & Goldstein
1959 y Kelley 1960. El primer método en llamarse método bundle, fue el método
e-maximo-descenso de Lemaréchal 1976.

1En la implementacién numérica esta premisa se obtiene utilizando una asf llamada ” Black-
box”
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La idea basica de los métodos bundle es empacar en cada iteracién la in-
formacién de los subgradientes de iteraciones anteriores en un haz (bundle).
Asi se espera obtener buena informacion local sobre el punto de la iteracion,
para escoger una buena direccién de busqueda.

Los métodos Bundle son métodos de descenso, en el sentido

flersr) < flzr), VYV Tr1 # Tk en cada iteracién k.

Se pasara a describir de manera méas detallada los métodos Bundle, ya que
en estos momentos son los méas prometedores en la optimizacién no suave.

43.5.1. Estructura general de los métodos Bundle

Para aclarar mejor los métodos Bundle, se supondrd que se tiene un al-
goritmo que crea una sucesién {z;}3>; C R™, que converge contra un punto
estacionario z* de f.

En la k-ésima iteracién del algoritmo se tiene ademés del punto de iteracién
Zr, unos puntos de prueba y;, que se obtienen de iteraciones anteriores, ademds
de subgradientes &; € 9f(y;), para j € Jy, en donde J;, C {1,...k} es un conjunto
de fndices no vacio, que cumple k € J;, para todo k2.

En sus principios los métodos Bundle se aplicaron a funciones convexas. Se
construye una aproximacién lineal a la funcién convexa f desde abajo, por medio
de un modelo cutting-plane

fe@) = mix { f(y;) + & (@ —y5)}  VweR™ (43.7)
La funcién de aproximacién fk se puede representar por medio del error de
aproxiamcion
of = flan) — fly;) =& (@ —y;) Vi€ (43.8)
de manera equivalente como

filw) = mix { fay) +&] (¢ —ax) —af}  VeeR'.  (439)

43.5.2. El error de aproximacién
El error de aproximacion aé? caracteriza la distancia de la aproximacién en

y; por medio de &; a f en x). Se quiere asegurar que se cumpla

5161]1;%11 fre(@) < f(a) VreR" (43.10)

para que fi sea una aproximacion desde abajo a f en xg.

2Jp, da informaciones acerca de qué subgradientes de iteraciones anteriores sirven para
obtener buena informacion local acerca de z. Ji indica el tamano del haz de subgradeintes.
Para la composiciéon de Jj, existen varios métodos, algunos de los cuales se explicardn mas
adelante.
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La condicién (??) se cumple solamente si af > 0 para todo j € Ji, porque
entonces:

rrel]%}1 fr(@) < flar) (por la definicién de minimo)
= md —at 77
méx { f(zx) — o } (por (77))
_ Conde ok
= f((bk) ]EE}): Oéj
< flxk) (porque a? >0 VjeJy).

El error de aproximacién a? representa qué tan lejos esta el subgradiente ng
de ser elemento del subdiferencial O f(zy).

Lema. Si f es conveza, se cumple para a? de (?7?) y para todo j € Ji:

1. of>0 'y (43.11)

2. si af =0 entonces & € df(xx). (43.12)

Demostracion. Si f es convexa, el subdiferencial de f se puede representar de
la siguiente manera (v. Clarke , Cor. a la Prop. 2.2.6):

Of(x)={¢eR" | f(y) > fla)+ & (y—x) VyeR"} VeeR™

1.:

Para & € Of(y;) se cumple f(y) > F(y;) +€7(y — 1
més especifico f(xx) > f(y;) + & (zx — y;), 0 sea o > 0.

2.:

Se tiene que §; € 0f(y,). Entonces se obtiene para todo y € R™:

) para todo y € R",

fW) = fly)+& (y—vy) VYyeR”
flu) <fly)—& (y—vy;) VyeR™

Sea of = 0. Se cumple entonces:

fzr) = f(y;) +5]T(=Tk - ;)

& flow) — & (xe —y;) = fy))

< flzg) + ij(yj — i) = f(y;)

& floe) +& (g — ) < fly) =& (y—v5) VyeR"
& flor) +&] (g —v) + & (y—21) < fy) VyeR"
& flar) + & (y—z) < fy) VyeR"
& & e 0f (xn)-
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En el caso no convexo, el error de aproximacion af de (??) no tiene que ser
necesariamente positivo. Por eso es necesario modificar a? , para que se sigan
cumpliendo las cualidades (??) y (?7). De esta manera el modelo de aproxi-
macién de (??) continuaria siendo una aproximacién a f en el punto zj desde
abajo.

En lo que sigue se describirdn dos estrategias, para modificar a? en fun-
ciones no convexas: Subgradient Locality Measure y Subgradient Deletion. Estas
estrategias se describen por ejemplo en Kiwiel .

Subgradient Locality Measure

La estrategia de la Subgradient Locality Measure trata de ponerle un peso

a los subgradientes. Por medio del error de aproximacion aé‘f se trata que en la

aproximacion fk en f sélo se tengan en cuenta subgradientes &; € 0f(y;) de pun-
tos de prueba y; que no estén demasiado lejos de xj. Con esto la aproximacion
resulta muy buena desde el punto de vista local. El error de aproximacién aé‘f
se reemplaza por

07;? ::max{\a?|,’y\$k—yj|2}a

donde v > 0 es un pardmetro dado (si f es convexa, se exige v = 0).

Para no tener que ir grabando todos los puntos de prueba y;, se introduce

una medida de distancia (distance measure) 5?

k—1
sf = lz; —y;| + Z |zip1 — a4 Vi <k, (43.13a)
i=j
s o= |zr — . (43.13b)

Después de cada iteracién se actualiza segiin la siguiente regla:

shtl

J :s§+|xk+1—mk|.

Asi el error de aproximacién a;? se reemplaza por el peso

By =max{|af ], v (s5)*}, (43.14)

que especifica qué tan lejos estd & € Of(y;) de Of(zr). Asi se obtiene en la
aproximacion

filw) = miéx { flax) +&] (¢ —ai) = Bf} Vo €R, (43.15)

que los subgradientes de puntos cercanos a x; tienen més peso. Porque si y; se
encuentra lejano a xy, se obtiene ﬁ;? =7|zr — yjl 2. Este dato no tendrd mayor

importancia en la aproximacién fj, porque entonces el valor de f(zx) + ij(a: —

x) — ﬁ;-“ para este j serd bastante pequeno y sera entonces irelevante para fj.
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Subgradient Deletion

En la estrategia de la Subgradient Locality Measure no siempre es facil
encontrar un vy > 0, que no sea demasiado grande para trascurar algunos puntos
de prueba y; que estdn cercanos de zj. Por eso la estrategia de Subgradient
Deletion reemplaza el error de aproximacion oz? por

B =1ak]. (43.16)

Es importante introducir una regla de deletion (deletion rule). Para esto
se utiliza una regla de actualizaciéon que borra la informacién de subgradientes
innecesarios.

Si en la k-ésima iteracién la direccién de busqueda encontrada dj, (Paso 1 in
(AG)) cumple la condicién

el < ms mix {57} (43.17)

(donde mg es un pardmetro para resetear dado), el conjunto de indices Jj se
modificara para el siguiente paso®. Asi se obtiene que no todos los subgradientes
de iteraciones pasadas se toman en cuenta, para evitar que éstos posiblemente
empeoren la aproximacion f de manera local.

Para seguir explicando la estructura general de los método Bundle, se pre-
sume aqui que el error de aproximacién o se haya modificado por una de las

j
estrategias presentadas, para que se cumplan las condiciones (?77?) y (?7?).

43.5.3. Direccion de Busqueda

Para encontrar una direccién de bisqueda adecuada (Paso 1 en (AG)) se
observa el siguiente modelo:

A 1
dy, = argmin { fi(z + d) + 3 d" My d Y, (43.18)
deRn

donde My € R™*™ es una matriz simétrica. La funcién de la matriz M; es dar
informaciones acerca de la curvatura de f en una vecindad de z. El término
cuadrético %dTM r d estd para garantizar la existencia de una solucién dj y para
mantener localmente buena la aproximacion.

El problema (?7) sigue siendo no suave. Debido a su estructura lineal seg-
mentaria se puede escribir como un problema cuadrético (suave):

(QP) min v+ 5 d" M d.
7a_’]?'+§_7rd§v Vi€Jk

La eleccién de la matriz M), varia en los diferentes métodos Bundle.

El método cutting-plane de Kelley y de Cheney & Goldstein escoge My = 0.
Asi (QP) es un problema lineal y en general fécil de solucionar. Un problema
que surge es que (QP) no necesariamente deba tener un minimo finito.

3Detalles para la modificacién especifica de Jy se encuentra en Kiwiel , Cap. 4 (p. 139ff)
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El método e-méaximo-descenso de Lemaréchal escoge Mj, = I,,. En este méto-
do es de suma importancia la ei-esfera. En cada punto zp se elige un e que
quiere garantizar que en B(zy, €;) la funcién fj () sea una buena aproximacién
a f(x) para todo x € B(x,eg). El mayor problema en este método es encontrar
reglas convergentes para la actualizacién en cada iteracion de los €.

Una buena descripcion de los diferentes métodos Bundle se encuentra en
Makela & Neittaanmaki.

43.5.4. Busqueda de linea y criterio para parar

En los métodos Bundle el concepto de pasos importantes (serious steps) y
pasos cero (null steps) es bastante importante. Si en un punto x; se encuentra
no diferenciabilidad, es posible que la direcciéon de busqueda encontrada di no
garantice descenso. Por lo tanto se quisiera avanzar muy pocoo nada en esa
direccién. Para eso se utiliza un paso cero. Un paso cero no va a cambiar el
valor de la funcién, pero garantiza un cambio en la direccién de busqueda dj 1.

En la bisqueda de linea se buscan tamanos de paso t’Z, t’fg, tal que se obtenga
0< tlz < t’f% <1y que zgy1 =z + t’z di cumpla la condicién

(L1) fxren) < flaw) +mpth vy,
donde my, € (0, 3) es un pardmetro dado y vy, 1= Fe(Wrs1) — f(zx) es el esperado
descenso. En el siguiente paso se pone entonces yx4+1 := i + t’f% d.

Se habla de un paso importante, si se encuentra tf > (0. Entonces se pone
t% = t’z v asi se obtiene yr11 = Ti41.

Se habla de un paso cero, si se encuentra t¥ = 0. Entonces se pone t’f% > th
y se obtiene xy41 = x.

En ambos casos el siguiente subgradiente &4 se elige del subdiferencial
Of (Yr+1)-

En los pasos cero no se busca mejorar el valor de la funcién. Se trata de
mejorar la aproximacion ka. Esto se asegura porque en cada paso se garantiza
que k € Ji y que el subgradiente siguiente ;41 se elige de df(yxr+1) con la
condicién de que yr41 # Tpt1-

El criterio para parar se cumple si v, > —e, donde € > 0 es un parametro
de exactitud dado.

Se cumple v, < 0 para todo k, porque fk(x) < f(x) para todo z € R
(véase (?7)). Si v, = 0, entonces se obtiene:

Fe(rs1) = flaw) + ?g’: (& (g — xn) — flaw) + fly) + & (2e —y;)}

(por (?7))
= f(xp) (por definicién de vy)

= flax) = ?g):{éf(ym —x) + f(y) + & (o —y5) }

= %@f{éf(ym — )+ F W)} = Fulynsr)-

Esta demostracién sélo es vdlida, si fi, estd definida como en (??), en especial
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cuando f es convexa. Si f no es convexa, hay que tener en cuenta la modificacién
especifica del error de aproximacion.

43.5.5. La eleccién del conjunto de indices J;

Si en cada iteracién se cumpliera J, = {1,..., k}, se tendrian bastantes prob-
lemas en la implementacion numérica del algoritmo en dimensiones grandes. Por
eso es importante la eleccién del conjunto de indices Ji. Cuantos mas indices
contenga Jj,, mejor serd la aproximacion fy, (z) a f(zk). Pero para esta aproxi-
macion sélo son relevantes los indices de puntos de prueba y;, que estén cercanos
a ). Los puntos de prueba y;, que estén demasiado lejos de i, no interesan,
ya que sus respectivos subgradientes no indican nada acerca del subdiferencial
en xj y ademéas de pronto empeorarian la aproximacion de manera local. Para
aclarar este concepto se propondra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 43.8. Sea f : R — R2° definida de la siguiente manera:

xz, st x>0
-z, st x<0.

fa)i={
La funcion es convexa y el subdiferencial estd dado por

2z, si x>0
of(x) =1 [-1,0], si =0
-1, st z<0.

Si se observa el punto x, = —1 con Jp = {1,2} y los puntos de prueba

y1 = 2, yo = 1, se reconoce que la aproximacion rtespectiva fi(x) es localmente
bastante mala (v. fig. ?7):

s dr — 4, st
f’“(m)_{ 2 —1, si

IN IV
NI

x
x
Este hecho se debe a que los puntos de prueba estdn bastante lejos de xy,.

Si se eligen en cambio los puntos de prueba y; = 0, yo = —2, se obtiene que

fk(ac) (si en el punto y1 = 0 se toma como subgradiente el elemento & = 0)
como:

P 0, st >0
Fr(@) ':{ -z, st x<0.

Esta aprozimacidn es localmente igual a la funcién f (v. fig. ?7).

La eleccion de los indices para J esta conectada con el error de aproximacion
a?. Este habfa sido elegido de tal manera que ofreciera informaciones acerca
de qué tan importante es el subgradiente para la iteracion respectiva. Kiwiel
introdujo en los conceptos Subgradient Aggregation y (Subgradient Selection).
Para una mejor descripcién véase Kiwiel
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Figura 43.2: Aprozimacion a f con los puntos de prueba y; = 2, yo = 1.

Figura 43.3: Aprozimacion a f con los puntos de prueba y; = 0,ya = —2.
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