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MATEMATICA
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SECCION 1
( Introduccidn

El método de los elementos finitos (en adelante, MEF) es un método numérico que fue
inicialmente disenado para resolver problemas de ingenierfa y fisica matematica (anélisis es-
tructural, transferencia de calor, fluidos, transporte de masa, electromagnetismo,...) y que
en la actualidad presenta aplicaciones en muchos otros campos, tales como la biomecanica,
geologia, etc. En esencia, el MEF es un método que permite aproximar numéricamente la

solucién de ecuaciones diferenciales, y ecuaciones en derivadas parciales. Es bien conocido



que, salvo casos muy particulares, la obtencién analitica de soluciones de tales ecuaciones es
imposible, y la tnica posibilidad que nos queda es obtener soluciones aproximadas.

Para ello, el MEF basa su filosofia de trabajo en divide y vencerds. La idea esencial consiste
en dividir el dominio, recinto, o cuerpo sobre el que se trabaja en subdivisiones mas pequenas
(elementos), y tratar de formular el problema en cada uno de estos elementos en términos
de ecuaciones mas sencillas. Posteriormente se ensambla la informacion proveniente de cada
elemento, llegandose a un sistema de ecuaciones algebraicas cuya soluciéon debe proporcionar
la aproximaciéon buscada. En concreto, la solucién del sistema algebraico obtenido (en los
casos habituales, un sistema lineal) proporciona el valor aproximado de la solucién en un
conjunto de puntos (llamados nodos), asociados a la subdivisién del dominio realizada.

En estas notas pretendemos hacer una acercamiento al MEF desde un punto de vista
matematico, el cual permite llevar a cabo un tratamiento genérico en una amplia gama de si-
tuaciones, que abarca las areas antes mencionadas. Aparte de la sistematizacién que representa
este enfoque, se pueden obtener ademas acotaciones del error cometido en la aproximacion,
hecho de suma importancia en todo método numérico.

Para empezar a entender el funcionamiento del método, presentamos un sencillo ejemplo

en elasticidad lineal unidimensional, que sigue el enfoque ingenieril del MEF.

Ejemplo

Consideremos un elemento de barra elastica sujeta a tensiones longitudinales constantes
en sus extremos. El objetivo del estudio es encontrar el desplazamiento sufrido por la misma
en los extremos, tras la aplicacion de dichas fuerzas (véase la Figura 1). Usando la ley de

Hooke, que relaciona las tensiones y los desplazamientos tendremos:

du

:E P
o g, € .

donde o representa la tensién, e el esfuerzo, F es el modulo de elasticidad y u el desplaza-

miento. Por otra parte, del equilibrio de fuerzas tenemos que
Ao =T

donde A es el drea de la seccién de la barra. Sustituyendo en esta ltima se obtiene

du d du

que corresponde a la ecuacion de la elasticidad en dimensién uno.

Nuestro objetivo es encontrar los desplazamientos, en funciéon de las tensiones. Para ello,

supondremos que el desplazamiento es una funcién lineal, del tipo u(z) = a 4 bx. Si la barra
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Figura 1. Deformacién de una barra elastica.

tiene una longitud L y situamos sus extremos en los del intervalo (0, L), entonces debemos

tener u(0) = dy y u(L) = dy. De aqui es ficil obtener

dy —d
u(x):( 2L l)x—l—dl,

que en versiéon matricial puede expresarse como

U(37):[¢1 ¢2} [Z;], COH¢1:1—%7 ¢2:%
Noétese que la eleccion de un desplazamiento lineal es arbitraria (podriamos haber escogido otra
situacién, por ejemplo un polinomio de grado dos o superior). Por otra parte, la expresion
matricial de u en términos de las funciones ¢, ¢ es interesante. Obsérverse que ¢; es la
funcion lineal que vale 1 en x =0y 0 en x = L, mientras que ¢ vale0enz =0y len z = L.
Volveremos sobre esta observacion mas adelante.

A través de las relaciones tension-desplazamiento se tiene:

du dz — dl dz — d1
dx L
Si denotamos por f; y f2 a las fuerzas que actiian en los extremos, esto es, f1 = =T, fo =T,

se obtiene finalmente

AE
h="Tld—d) A AE( 1 21\ (&
AE “\n) T 1)\ a
fo= 220y : :

A la matriz del sistema anterior se le conoce como matriz de rigidez del elemento. Resol-

viendo este sistema, encontraremos los desplazamientos buscados.

Supongamos ahora que tenemos una barra formada por varios elementos (para nuestro
ejemplo, dos seréan suficientes). Podemos suponer que cada uno de los elementos tiene parame-

tros diferentes, de manera que, usando el sistema anterior en cada elemento tendremos:

(1) A0 ) 1 -1 d(l)
Elemento 1: fl(l) = — %1)
I o\ -1 1)\ d



(2) A2 g2 1 -1 d?
Elemento 2: f2(2) = —m ?2)
fs L) -1 1 ds

Puesto que ambos elementos estan conectados en el nodo 2, la compatibilidad entre ambos
elementos sugiere que dgl) = dgz) = dy. Del mismo modo, el equilibrio de fuerzas en cada nodo

da lugar a Fy = 2(1) + f2(2). Denotando por

A6 g)
& =di, & = ds, [V =Py, [0 =B, C= 5
llegamos al sistema
Fy = Ci(dy — dy)
Fy = Ci(dy — dy) + Cy(dy — d3)
Fy = Cy(d3 — dy)
que en forma matricial es
F1 Cl —01 0 d1
F2 == —Cl Ol + Cg —Cg dg
F3 0 _02 CQ d3

De esta forma hemos ensamblado las matrices de ambos elementos, obteniendo la matriz de
rigidez para el sistema.

Este esquema, llevado a cabo para dos elementos, puede generalizarse sin mayores proble-
mas a un nimero mayor de elementos. El MEF actiia esencialmente de esta forma: una vez
dividido el dominio en elementos, imponemos las condiciones sobre cada elemento, luego las
condiciones de compatibilidad entre todos ellos, y de todo ello resulta un sistema global para
el problema.

Notese también una peculiaridad interesante del método. Puesto que sobre cada elemento
solo intervienen los desplazamientos de sus nodos, y la conexion entre elementos es escasa
(es decir, un tnico nodo sélo estd en dos elementos), en cada ecuacién aparecerdn muy pocos

nodos, lo que significa que la matriz de rigidez serd una matriz con muchos ceros (hueca).

SECCION 2
( Formulacién variacional de problemas de contorno

Para poder abordar los mecanismos matematicos que conducen a la formulacién del MEF

es necesario usar algunas herramientas matematicas que presentamos a continuacién.



Elementos matematicos del MEF
Espacios L?

Definimos el espacio de funciones p-integrables del siguiente modo:

[7(Q) = {f medible: /Q F(2)P de < +oo)

Estos espacios tienen sentido, como se puede ver con la siguiente funcién: f(z) = %, en

2 = (1,400). Nétese que

+o0 1 +o0 1 2
/ —dx = 400, / (—) dr =1,
1 Zz 1 T

1 2 1 1

es decir — € L*(1,+o00) pero - & L'(1, +o0).
En realidad, un elemento de LP es algo un poco mas complejo. No se tratan de funciones
sino de clases de funciones, esto es, una especie de familias de funciones, de manera que dos
elementos estan en la misma clase si toman los mismos valores, excepto en un conjunto de

medida nula. Por ejemplo, en (1,400), las funciones

fla) =, g(m):{ 0 siz=2

% en otro caso
son esencialmente la misma. A efectos de integracién, da igual usar una u otra, lo que significa
que como objetos de L*(1,+00) son el mismo.
Derivadas débiles
Echemos un vistazo a la siguiente ecuacién diferencial:
u'(z)?> =1, en (0,1), u(0)=u(l)=0.

No es dificil encontrar una posible solucién (hay infinitas):

u(a:):{ £ size(0,3) (1)

l—z size(

N |—=
—_
N—

Sin embargo, jes realmente una soluciéon? En el sentido cldsico no, puesto que se trata de
una funcién no derivable, luego no puede ser soluciéon de una ecuacion en la que aparece
«'. De hecho, no existen funciones C' que satisfagan la ecuacién. Ante esta situacién cabe
preguntarse si no seria mas conveniente permitir soluciones no tan exigentes. En esa linea se
introduce el concepto de derivada débil.

En primer lugar se define el espacio de las funciones test:

D(Q) = {v e C*(Q) : sopv es compacto en Q}



Figura 2. Representacién grafica de la funcién u(x) de (1).

Entonces se dice que g es la derivada en el sentido débil de f si

/va/ dr = — /ng dx, Yv e D(Q). (2)

Nétese que si f es derivable, la férmula de integraciéon por partes proporciona:

/va’dx:fv|aQ—/Qf'vda::—/Qf’vdx

pues v = 0 en 0f). Es decir, g = f’. Sin embargo, la expresion (2) puede verificarse aunque f
no sea ni tan siquiera continua (sélo es preciso que sea integrable, esto es de L1).
El concepto puede extenderse a la derivacién de cualquier orden, para funciones de varias

variables:

con = (ag,...,an), la| =01+ +a, y0f =

Espacios de Sobolev

Como extension natural de los espacios LP se define
WmP(Q) ={ve LP(Q): 0% € LP(Q)}

con m < |a|. En particular, el espacio mas usado es W™?(Q) que se denota como H™ ().

Otro espacio que se usa con mucha frecuencia es

HYQ) = {ve HY(Q) : v, = 0}.



Formula de integracién por partes

El teorema de Green clasico o formula de la divergencia sigue siendo cierto en el sentido

débil, y admite la siguiente formulacion:

/VU-VU: @U—/AUU
Q a0 On Q

donde a—u = Vu - n es la derivada normal y Au el operador de Laplace, esto es, Au = Z
n

u
Z('?ac

Normas en los espacios [Py H™

Se definen las normas (esto es, una forma de medir las funciones) siguientes:

en L2(): .
fulo = ( [ lutoas)

lullw = 110%ullo-

laj<m

en H™:

Existe también una seminorma en estos espacios definida por

[uln =Y 18%ullo.

|al=m

Formulaciones variacionales

El uso de derivadas débiles nos permite plantear las ecuaciones diferenciales o en derivadas
parciales de una forma particular. Veamos algunos ejemplos:

Dado el problema de Laplace con condiciones tipo Dirichlet (homogéneas)

—Au=f en(,
u=0 en 0L,

si multiplicamos por una funcién v todo lo regular que queramos, que ademas cumpla la
condicion en la frontera, por ejemplo v € D(£2), y luego integramos y usamos la férmula de

integracién por partes obtenemos:

/vu Vo — aﬂ—v—/fv

pero como v es nula en la frontera queda

/QVU-Vv:/va, Vv € D(Q).



Sin embargo, en esta formulacién no es necesario practicamente ninguna regularidad sobre wu,
v 6 f. Es decir, simplemente bastarfa con pedir que u,v € H}(Q) y f € L*(Q). Esta es la
formulacién débil del problema de Laplace.

En notacién habitual se considera una aplicacién (en realidad se trata de una forma
bilineal)

a(u,v) = / Vu- Vv
Q

e

de manera que el problema variacional se escribe

y una aplicacion lineal

Hallar v € V' tal que

a(u,v) = L(v), Yo €V, (PV)

donde en este caso V' = Hj ().

Este ejemplo se puede extender facilmente a ecuaciones mas complejas

8u
28 ( )+aOU—f en 2,
u=0 en 0

que se ajusta a la formulacién dada en (PV') si ponemos

8u ov
a(u,v) Z/ a—xzax] /aouv, L(v) :/va

para funciones a;j,ap € L*(Q) y f € L*(Q), y V = H}(Q).

Para diferentes condiciones en la frontera, la formulacion variacional cambia sustancial-

mente. Dado el problema siguiente con condiciones tipo Newmann

—Au+u=f enf),

gz—g en 02,

multiplicando por v € H'()) e integrando por partes se llega a

/Q(Vu-VzH—uv)—/aQ%v—/fv

y usando la condicién frontera nos lleva al problema (PV') para

a(u,v) = /Q(Vu Vv 4+ uv), /fv—l—/aﬂgv

con V = H'YQ).



Notese que en los dos primeros ejemplos, la condicion frontera aparece inmersa en el espacio
donde buscamos la solucién, mientras que en este ltimo, dicha condiciéon forma parte de la
expresion integral. Algo similar sucede si consideramos condiciones Dirichlet no homogéneas.

Dado el problema
Au=f en ), }

u=ugy en 0f),
su formulacién variacional resulta la correspondiente al problema (PV') para
a(u,v) = / Vu-Vv, L(v)= / fv — a(ug,v).
Q Q
para V € Hg(Q).
Finalmente, para el problema de elasticidad con condiciones mixtas
Z 9 (04j(u)) = f; en €,
- a[lfj J
J
u=0 enly
> 0ij(u) -mj=g; enly
donde u = (uq, ug, u3) es la deformacién elastica,

..()_1 Ou | Ou
i\ =9\ ox; o

es el tensor de deformacion linealizado y oyj(u) = Zaijklakl(u) es el tensor de esfuerzos.
k.l
Se supone ademds que 90 = I'y UTy, con I'; N Ty = ). Para este problema, la formulacién

variacional corresponde a
a(u,v) = / >~ ajucii(wen(v), L(v) = (/ fivi +/ gi“i)
gkl i Q I
para V = {v e H'(Q)*: vy, = 0}.
En conclusion, hemos asociado a todo problema diferencial una formulacion variacional que
extiende el concepto de derivacién, permitiendo a funciones menos exigentes ser solucion de
estos problemas. No obstante, se puede demostrar que si la soluciéon del problema variacional

correspondiente tiene la regularidad pedida para la ecuacién original, se trata entonces de la

solucién clasica del mismo.

Resultados abstractos para formulaciones variacionales

Todas las formulaciones variacionales anteriores se encuentran enmarcadas en el resultado

que expresamos a continuacion:



Lema de Lax-Milgram: Dado el problema (PV'), si V' es un espacio de Hilbert, a una forma
bilineal continua y coerciva y L es lineal y continua, entonces existe una tnica solucién de

(PV). Si ademés a es simétrica, entonces la solucién es el minimizador global de la funcién

fu) = Sa(u,u) = L(u). (3)

Definiciones:

a es continua si |a(u,v)| < B||lullv ||v||v, Yu,v € V.
a se dice coerciva si a(u,u) > allul|?, Vu e V.

a es simétrica si a(u,v) = a(v,u), Yu,v € V.

L es continua si |L(v)| < 7[v||v.

Por supuesto, para problemas variacionales que no se adaptan a las condiciones descritas
en el lema de Lax-Milgram existen otro tipo de resultados que quedan al margen de estas
notas.

En cualquier caso es importante resaltar que el uso del método de los elementos finitos pre-
cisa, para su correcta utilizacion, de algin resultado de existencia y unicidad de la formulacion
variacional subyacente. En caso contrario, y esto ocurre con frecuencia con las aplicaciones
practicas, no tenemos garantia de que la solucién numerica que proporciona el método sea

realmente una aproximacién a la solucién de nuestro problema.

SECCION 3

Método de Ritz-Galerkin

En esta seccion estudiaremos la aproximacion de problemas variacionales como los tratados
en la seccion anterior. En primer lugar trataremos el caso de una forma bilineal simétrica
mediante la minimizacién del funcional f dado en (3). Para ello usaremos el conocido como
método de Ritz.

La idea es construir una sucesion de espacios vectoriales de dimension finita, V,, C V, de
manera que }Lli% dim(V},) = +o0o y resolver los problemas aproximados

min f(u) — up (MV3)

ueVh

Notese que este problema va a tener solucién, pues estamos en las condiciones del lema de
Lax-Milgram.
El hecho de que V}, sea un espacio de dimensién finita nos permite construir una base de

funciones {¢; };, de manera que si u € V}, entonces u = ), a;¢;, de modo que

flu) = %G(Z ;¢;, Z ;o) — L(Z a;p;) = %Zaz‘%‘a(@, ¢;) — ZO@L(@)

10



Definiendo la matriz K, tal que K;; = a(¢;, ¢;) y el vector G tal que G; = L(¢;), el problema
(MV},) sera
1
min éxTK x — Gx
que se trata de un problema de optimizacién finito dimensional. Mas aun, K es simétrica y

definida positiva debido a la simetria y coercividad de a. Por otra parte, las condiciones de

optimalidad aseguran que el minimo de (MV},) se alcanza en el vector x que resuelve

Kx =G. (4)

Si por el contrario a no es simétrica, entonces la solucion de

Hallar v € V}, tal que

CL(U,’U) = L(U), Yov € V}“ (PVh)

se puede buscar usando nuevamente la base de Vj,. Es decir, buscamos u = ), a;¢; tal que
(Y i b)) = L(dy), Vi
que justamente es equivalente a (4). Esto se conoce como el método de Galerkin.

Notese que el sistema (4) depende de la base escogida, pero no asi la solucién obtenida,
que légicamente serd siempre la misma. Eso significa que si elegimos apropiadamente la base,
podemos obtener un sistema mas facil de resolver que si escojamos una base cualquiera. Ese es
el fundamento del método de los elementos finitos, tal y como veremos en la siguiente seccion.

Por ultimo comentar que el hecho de que la matriz de rigidez del sistema sea definida
positiva (y simétrica en la mayoria de los casos) permite la utilizacién de numerosos métodos

numeéricos de resolucion de tales sistemas, especialmente disenados para ese tipo de matrices.

SECCION 4

Espacios de elementos finitos

El MEF consiste en la aplicacién del método de Ritz-Galerkin usando como base de los
espacios V}, funciones continuas, polinomiales a trozos y con soporte “pequeno”.

Para poder obtener estas funciones sera preciso en primer lugar elegir un mallado o
triangulacion del dominio 2. De forma general, podemos dividir un dominio del plano en
triangulos o rectangulos, y los dominios del espacio en tetraedros o paralelepipedos. Cada uno
de estos poligonos o poliedros se denomina elemento (véase la Figura 3). Sobre el mallado
seleccionado escogemos un conjunto de puntos o nodos asociados con los elementos, que
pueden ser vértices de los mismos, estar sobre las aristas o caras o incluso en el interior de los

mismos.

11



Figura 3. Ejemplo de mallado sobre dominio poligonal.

El concepto de mallado equivale a seleccionar elementos y nodos, y supone la parte mas
delicada del proceso, pues la construccion del la matriz de rigidez y el segundo miembro

dependen en gran medida del mallado escogido. Como normas generales podemos destacar:

(1) el aspecto de los elementos debe ser regular, es decir, no tomar elementos que tengan

angulos muy pequenos. Veremos su influencia en el estudio del error.

(11) el mallado debe ser més fino en las zonas en la que puede haber un cambio stibito del

valor de la solucién o su derivada.’

(1) cuanto mas fino sea el mallado, mayor deberia ser la precisién obtenida, aunque

habré que tener en cuenta la regularidad de la solucién.

(1v) la reordenacién de los nodos puede tener consecuencias importantes en la resolucién

de (4).

Construccion de bases de elementos finitos

Dado el mallado, esto es, 7, = {T}}, tal que |J T = Q.% consideramos un espacio de

funciones

X, = {U S Cm(Q) : U|Ti S Pk}

donde P, son polinomios de grado k. Se trata de escoger m y k para que X, C H'(2). Este
tipo de espacios X, tiene dimensién finita y se trata de que el mallado (dependiente de un

parametro h) haga que limy, o dim(X}) = 4o0.

IEn algunas situaciones, una vez conocida la solucién en un mallado, podemos volver a realizar un remallado

que se adapte a tales zonas conflictivas.
2Ademds el mallado debe satisfacer que int(73) # 0, Vi y int(T;) Nint(7}) = 0, i # j.
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Nodo i

Figura 4. Soporte de la funcién base ¢;.

Asociado a este mallado, escogemos un conjunto de nodos {N;}; que permita la unisol-
vencia, esto es, que las funciones base ¢; estén univocamente determinadas por sus valores
(y los de sus derivadas, si es preciso) en los nodos. Asi se define el grado de libertad del
elemento finito como el nimero de datos que hay que suministrar para definir de forma tnica
a las funciones base sobre un elemento.

Por ejemplo, si no hacemos uso de las derivadas, se definirian las funciones base ¢; € X},
por ¢;(N;) = d;;, esto es
1 sit=yjy,

0 sii# 7.
Recuérdense las funciones que aparecieron en el ejemplo de la seccién 1.1.

Notese que para este tipo de funciones, la matriz de rigidez tiene muchos ceros pues las
funciones ¢; se anulan sobre todos los elementos que no tengan contacto con el nodo N; (de
ahi el soporte “pequeno”, véase la Figura 4). Mds aun, reordenando adecuadamente los nodos

podremos obtener que la matriz de rigidez sea una matriz banda.’

4.1.1. Ejemplos de elementos finitos

En funcion de si tenemos en cuenta o no los valores de las derivadas en los nodos podemos

dividir los elementos finitos en dos tipos:

Elementos finitos de Lagrange

Este tipo de elementos escoge como grados de libertad los valores de la funcién en los
nodos, de modo que la dimensién del espacio X} coincide con el nimero de nodos.
Los elementos del mallado pueden ser tridngulos o rectangulos en el plano, y tetraedros o

paralelepipedos en el espacio, siendo los primeros mas versatiles pues permiten su adaptacion

3Existen algoritmos que reordenan los nodos para que la anchura de la banda sea minima.
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Figura 5. Elementos Py y Ps.

a regiones mas generales, mientras que los segundos necesitan algin tipo de paralelismo en el
dominio €2.

Para los triangulos, denominados comtinmente elementos P; Lagrange, el grado de los poli-
nomios que escojamos estard en funciéon del nimero de nodos tomados sobre éstos. La Figura 5
muestra los nodos asociados a los elementos P; y Py que corresponden a una eleccién de po-
linomios en el plano de grados uno y dos, con tres y seis grados de libertad respectivamente.”
En general, el elemento P; en el plano estd generado por la familia {y* }o<a,+an<i

Algo similar ocurre en R3; si tomamos como nodos los vértices de un tetraedro debemos
usar polinomios del espacio de grado uno (4 grados de libertad), mientras que si anadimos
a los nodos los puntos medios de cada arista, debemos escoger polinomios de grado dos (8
grados de libertad).

Por su parte, si escogemos como elementos de la triangulacién rectangulos (los denomina-
dos elementos Q;), nuevamente el nimero de nodos que consideremos determinara el tipo de
funciones base (la Figura 6 muestra algunas posibilidades). Por ejemplo, para el elemento Q;
(4 grados de libertad) debemos considerar funciones bilineales de la forma a; +asx+azy+aszy;

para Q,, los polinomios a escoger serfan
ay + aox + asy + agry + asr® + agy® + arr’y + agry® + agr’y®

(9 grados de libertad). En general, para un Q; en el plano, los polinomios pertenecen a la

familia generada por {z*'y* }o<a ag<i-

Elementos finitos de Hermite

En este tipo de elementos el niimero de grados de libertad tiene en cuenta ademas del valor
de las funciones sobre los nodos, el valor de algunas de sus derivadas, con lo cual el niimero de

grados de libertad es superior al nimero de nodos considerados. El méas representativo es el

4Esto es, polinomios de la forma a; 4+ asx + asy en el primer caso, y a1 + asx + asy + asz? + aszy + agy>

en el segundo.
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Figura 6. Elementos Q1, Qs y Qs.

triangulo de Argyris modificado, que considera como elementos del mallado triangulos, como
nodos los vértices ay, as, az, y los puntos medios aqs, a3, as3, y como valores para definir las

funciones base

p(az‘), alp(az‘)7 32}7(%), (911]?(@@‘)7 312]9(%‘), 322}?(%’)7 anp(aij)

lo que da lugar a polinomios bidimensionales de grado 5 (21 grados de libertad), resultando

que las funciones de X, son C'(Q)

Calculo de la matriz de rigidez

Una vez elegido el mallado y el tipo de elemento que se va a utilizar, el paso siguiente
corresponde al célculo de la matriz de rigidez y del segundo miembro del sistema (4), cuya

solucién va a proporcionar los valores en los nodos de la solucién aproximada.

Ejemplo

Veamos un ejemplo de célculo de la matriz de rigidez y del segundo miembro para un

problema variacional con a y L dados por

a(u,v):/QVu-Vv, L(v):/ﬂfv.

Consideramos un mallado compuesto por tridngulos y como elemento finito elementos P;
Lagrange, es decir, polinomios de la forma a; + asx + azy en cada tridngulo. Esto es, el

espacio de dimensién finita sobre el que construimos nuestra aproximacion sera:
X,={vec): vlp, € Py, vyg = 0}

Para construir los elementos de la matriz de rigidez procedemos del siguiente modo: dado
el mallado, podemos identificar para cada tridngulo T; cudles son sus nodos y viceversa; para
cada nodo N; podemos averiguar a qué triangulos pertenece. Denotemos por .J;, el conjunto

de indices j para los cuales N; € T;. Entonces

a(¢i, 5) = / Vi, V; = Z / Vorly, Vol = Y. / Vi, - Vs,

keJ;NJ;
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(X3,¥3)

! 1) (X3,¥2)

(X1’Y1)

00 )
Figura 7. Transformacién del elemento de referencia en T'.

puesto que en el resto de elementos, o bien ¢; o bien ¢; son idénticamente nulos. Del mismo

L) = [ fo.- ;/T foidg, =3 /T Féiln,

keJ;

modo,

En consecuencia, el calculo de los elementos de la matriz de rigidez y del segundo miembro
solo ha de hacerse en un conjunto pequeno. En cualquier caso, aun es necesario calcular los
valores ¢i|Tk‘ Este calculo se hace a través de lo que se conoce como elemento de referencia.

Veamos cémo funciona con este tipo de elemento finito. Si queremos calcular ¢;|,, donde i
denota el indice de los nodos asociados al triangulo 7', procedemos como sigue: consideramos
T el tridngulo de referencia con vértices en a; = (0,0), a = (1,0) y as = (0,1). Sobre este
tridngulo de referencia construimos las funciones base asociadas a él, ggl, ngﬁg y ngﬁg tales que
¢i(a;) = 0. En este caso es muy facil comprobar que

dr(z,y)=1—x—y, ¢olz,y) =2, ¢s(z,y)=vy.

Ahora consideramos el tridngulo 7' cuyos vértices denotamos por

ay = ($1,y1), Ag = (5172792)» as = ($37y3)

y construimos una aplicacién afin F : T — T tal que F(a;) = a; (véase la Figura 7). Si
el tridngulo T' es no degenerado, es facil ver que esta aplicacion existe, es tinica y ademas es

biyectiva. Mas aun, se tiene:
To — X1 T3 — X1 € T1
F(z,y) = + (5)
Y2—Y Ys— Y1 Y Y1
En esta situacién definimos ¢;|, (z,y) = (ﬁi(F_l(:c, y)), ¢ = 1,2, 3. Del mismo modo,

Véilp (2,9) = Vou(F}(z,y)) - VF ! (w,y), i=1,2,3 (6)
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Nétese que Voy = (—1,—1), Vs = (1,0) y Vs = (0,1) y que F~Y(z,y) = M~} (z,y)T —
M~1n, donde M y n son la matriz y el vector que conforman la aplicacién F.

Notese finalmente que el calculo de los elementos de la matriz de rigidez corresponderd a
realizar el calculo de una integral de productos de factores de la forma Vo, (F~1(z,y)) -
VF~Y(z,y), para los indices correspondientes, y que estos factores vienen completamente

dados por las coordenadas de los vértices del mallado que se ha definido previamente.

SECCION 5

Estimaciones del error

Dado un problema variacional abstracto (PV'), y su correspondiente aproximacién (PV},),
si denotamos por u y uy, sus soluciones respectivas, no es dificil probar la acotacion siguiente,

conocida como error del método de Galerkin:
— < C inf —
|u —unlv < Jnf |u —vnllv

donde la constante C' s6lo depende de las constantes de coercividad y continuidad de a.

A continuacién definimos el interpolante IT,, de tal forma que a cada funcién v € V le
asigna una funcién v € Vj,, de manera que tienen el mismo valor sobre los grados de libertad
del espacio V},. Por ejemplo, en el caso de los elementos finitos de Lagrange, [1,v(N;) = v(N;)

para cada nodo Nl ESté claro que
U;Iel"h Hu vh”V = HU huHV

(|lu — pul|y se conoce como el error de interpolacion).
El estudio del error cometido en la aproximacion por elementos finitos comprende dos

pasos. En primer lugar se estudia el error cometido en cada elemento, en la seminorma de
H™(T); ast
k+1
|U - Hhv|m7T é C L |U|k’+1,T7 0 S m S k + 17

m
T

siempre que k y m sean tales que P, C V,, € C™ !, y donde hr es el didmetro de T y
pr la redondez de T, definida como el supremo de los didmetros de las bolas que quedan
completamente contenidas en 7.°

Finalmente damos un resultado de acotacién del error en todo 2. Supongamos que 75, es

una triangulacion regular de (2, esto significa que

h
(1) do > 0 tal que p—T <o, VT €1,
T

SNétese cémo aqui juega un papel importante el 4ngulo de los elementos del mallado. Si este dngulo se

hace arbitrariamente pequeno, la constante de acotacién se hace muy grande.
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(1) lim (méx hT) = 0.

h—0 TETh

Esencialmente significa que la forma de los tridngulos no degenera (la redondez no se hace
demasiado pequena) y que a medida que refinamos el mallado, todos los elementos se hacen

mas pequenos. En esta situacion se prueba que
[v =0l < O olgyy, 0<m <k +1

Es interesante observar que el error de aproximacién del MEF depende del error cometido
en el método de Galerkin, el cual puede ser estudiando de forma independiente a la aproxi-
macién usada, y de la interpolacion a la que da lugar el espacio de elementos finitos escogido,
que es independiente del problema en cuestiéon. No obstante es necesario tener en cuenta la
regularidad de las funciones involucradas. Las acotaciones de error también nos dicen que si
no esperamos regularidad en la solucién, no tiene sentido tratar de usar elementos finitos con

un mayor numero de grados de libertad, pues no alcanzaremos una mejor cota del error.

SECCION 6

Ejemplo numérico

Sea 2 = (0,1) x (0,1) y el problema

—Au=f en(,
u=0 en 0,

donde f(z,y) = 2% sen(mz) sen(my). La formulacién variacional del mismo se vi6 en la sec-
ci6n (2.2). Para aplicar el MEF a dicha formulacién, consideramos un mallado como el de la
Figura 8, en el que hemos numerado los nodos, comenzando por los interiores y en el que los

nimero rodeados con circulos corresponden a la numeracion de los elementos.

Usaremos como funciones base el elemento finito P; Lagrange visto anteriormente. Nétese
que puesto que las funciones base deben estar en Hg (), sus valores en la frontera deben ser
nulos, de modo que los valores sobre los nodos que estén sobre la frontera son fijos (e iguales
a cero). Asi pues, los tinicos nodos del sistema son {1,2,3}. De hecho la numeracién ha sido
escogida para simplificar la notacién.

Usando las notaciones anteriores definimos los conjuntos de indices asociados a los nodos
J1=12,3,4,5,6,7}, J,=1{6,7,8,9,10,11}, J3 ={10,11,12,13,14,15}

que corresponden a los elementos adyacentes a cada uno de los nodos. Notese también que
JlmJQ = {6,7}, JQﬁJg = {10,11} y Jlﬂjg :Q)
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Figura 8. Mallado para el dominio 2 = (0,1) x (0,1).

Para calcular la matriz de rigidez haremos uso nuevamente del elemento de referencia. En
este ejemplo concreto hemos de observar que la matriz de la aplicacién F' definida en (5) tiene
sélo dos posibilidades, en funcién del aspecto de los tridngulos (distinguiendo entre los de
numeracién par o impar), pues la diferencia entre las coordenadas de los vértices es siempre
la misma.

Teniendo en cuenta el célculo de V¢;|, (2, y) hecho en (6), obtenemos que:

.

V¢a1|T = (_4a O)

4 =2
Tridngulo par — M~! = < 0 9 > ; Voo, r = (4, —-2)
\ v¢03’T: 072)

(4, -2
(

4 0) v¢a1’T:(07_2>
; = (
= (

4
s Voulr = (4,0)

Tridgngulo impar — M™! = ( 0
(| Vsl = (—4,2)

Por ejemplo, en el tridngulo 11, se tiene

V¢1|T11 = (070)7 v¢2’T11 = (_47 2)7 V¢3‘T11 = (470)'
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Entonces,

aond) = Y [ Vol Vol = [ @242+ [ 4o-@o

keJy

+/ (o,z).(o,2)+/ (o,—z).<o,—2)+/ (—4,0) - (—4,0)

+/ (—4,2)-(—4,2) =5,

londn) = 3 [ Veuly - Vorly, = [ =242+ [ 4.0 (40)

kedo /T

+/ (4,-2) - (4,-2) —I—/ (0,—-2)-(0,-2) —I—/ (—4,0) - (—4,0)

+/ (—4,2) - (—4,2) =6,

(b5, ds) = 3 / Virly, - Vel = [ (=2 4=+ [ (40)-@.0

keJi

+/ (0,2) - (0,2) +/ (0,-2) - (0,-2) +/ (—4,0) - (—4,0)

+/ (—4,2) - (—4,2) = 5,

aloni) = 3 [ Vol Vol = [ (400642 + [ (4.2 (4,0 = -2

keJings Tk

abrdg) = 3 / Valy, - Vosly, = / (~4,0)- (4,-2) + /Tu<‘4’2)'(4’0):‘2’

keJanJs

y por tltimo a(¢y, ¢3) = 0 pues J; N J3 = (). La matriz de rigidez es

> =2 0
-2 6 -2
0 -2 5

Calculemos ahora el segundo miembro,

/“mﬂ

keJ;

En lugar de efectuar un calculo directo de estas integrales, usaremos la siguiente férmula de

cuadratura para aproximar una integral:

/T n L (@) + (o) + has)
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donde ay, ay y as son los vértices de un tridngulo 7. Con esta férmula,

o)=Y [ el =6 ) = f”

ke, Y Tk

|7 ’

o)=Y [ bk, £ =65 50 = T

kedy Tk
|T | V272
Z ¢3|Tk 3 (Ng) 8 .
keJs
Finalmente, el sistema a resolver sera
71.2

5 =2 0 a \/ﬁg ay ~ 0,7001,
—2 6 -2 as | =] = | = ay~08780,
0 -2 5 a V2r? ag ~ 0,7001,

mientras que la solucién real u(x,y) = sen(mwz) sen(ny) evaluada en los nodos es:

U(N1> ~ 0,7071, U(NQ) = ]_, U(Ng) = 0,7071
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