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Introduccion

Esta investigacidn es un trabajo de naburaleszs inberdisciplinaria que preten de
dar los fund amentos tedricos ¥ las herramientas computacionales para resolver
Erincipios variacionales no convexos que aparecen como modelos energébicos en
dasticidad no lineal FEl punto de partida son funcionales que representan el
balance energético, en cuerpos sametidos a diferentes condiciones de esfuerzo,
los cuales pueden expresarse como

f{u)=fj;1{¢(r,y;ﬁﬂ) +t."{1,y;u}l}drdy (1}

donde ¢ ez un potencial de energia de deformacidn, cominmente dado por la
naturalezs abdmica de la red crisbaling que conforma el material del cuerpo en
cueskidn. Por esta razdn ¢ admite una dependencia en las variables r» e y de
una geoymetria bidimensional Asimisme, la funcidn 19 repressnta el pobencial
de energia correspondiente a fuersas, cargas ¥ acciones exbernas sobre el cuer-
po. La tecria de elasticidad sugiere que el estado de deformacidn en el cuerpo
estara descrito por la funcidn
w2 — R

que logre hacer minimao el valor del balance energétion en (1) Si existen res
tricciones gecimétricas sobre el campo de desplazamientos u, éstas pueden ser
impuestas en la forma de condiciones de contorno:

u=g en &0 (2)

De esta manera el modelo matemético que permite representar el estado de
deformacicn de un cuerpo, bajo condiciones de carga particulares y restricciones
geométricas sobre el campo de deformaciones, es el problema de céleoalo de
variarciones que consiste en enconbrarla funcdn admisible w que pued a minimizar
gl funcional 7 dadeo porla inkegral en (1) ¥ que a la vez cumpla con las condiciones
de frontera impuestas en (2).

Los problemas de caleualo de variaciones han estimulado & desarrollo de ideas
y concepbos matematicos de gran imporbancia en andlisis funcional. El tipo de
problemas variacionales que nos interesa abordar en este estudio tienen algunas
caracteristicas que los hacen particularmente dificilles de enbender empleando
los metodos usuales como son las ecuaciones de Euler-Liagrange o los mébodos

iy



VI INTRODUCCION

directos del cdleulo de variaciones [1, 2]. La caracteristica mds importante que
explica la dificultad en el andlisis de eske tipo de problemas, es el bhecho que no
podemos justificar de ninguna maners la convexidad en el p::ubenciilL de energia
de deformacidn ¢, como funcién del gradiente de la deformacion ¥ u. Esta si-
tuacidn se deduce de la siguiente observacion de natoraleza fisica: cuando nes
interessimos por materiales hechos de sleaciones cristalinas coya red abdmica
admite varias configuraciones estables posibles, entonees no podemos suponer
que el potencial ¢ tiene una geometria convexs, debido a que =i ese fuera el
cazo, entonees no habria lugsr & mé= de un estado energético estable dentro de
las posibles configuraciones abdmices de la red cristaling del material Basts con
observar que una superficie convexa ho admite més que un =810 valor minime.
Dezde el punto de viste del andlisis matermnatico, de los principios variacio-
nales que comentamos aqui, surgen difieunltades bastante delicadss En primer
lugar, resaltames € hedwo que el problema variacional planteado con s ecua-
cidn (1) es de naturaleza vectorial, en el sentido quela funcidn admisible u es un

campo de desplazamientos ¥ su gradiente Vu es una matriz de deformaciones,
Este tipo de problemeas variacionales tienen caracteristicas cualitati varmente di-
ferentes a los problemas planteados en funciones escalares [3]. Por otra parte, la
naburalezs no convexa del potencial de energia de deformacion ¢ impide aplicar
en este problema los métodos analiticos del caleulo de variaciones, en especial
el método directo, para determinar la existencia de minimizadores. Por Io tanto
no podemos asegurar a priorl la existencia de minimizadores para este tipo de
problemas [1, 3, 4].

De becho hay que enfrentar la posibilidad de que el problema variacionsl
en cuestidn carezea de solucidn, pero a pesar de ello hay que persistir en el
modeln, dado que representa situaciones fisicas de mucho interés en ingenieria v
ciencia de log materiales. Tinstraremos esta situacidn con un ejemplo particular
unidimensional, lamsdo ejemplo de Bolea, que nos servira como caso de esbudio
e Varias ocasiones.

El ejemmplo de Bolza estd descrito commo el signiente problemes variacional no

o min 7 (x) =£{(1—u’{r}3)3+u{r}3} dr (3)

donde la funcidn u estd restringida a condiciones de fronbera nulas: u (0) =
u(l) = 0. 8 tomamos espacios de funciones que incluyan a las funciones linea-
les & trozos, pero continuas, como puede ser el espacio de Sobolev Hy (0, 1),
entonces es facil mostrar que la integral J en (3) carece de minimizador. Basta
con obeervar que cero es coba inferior para I, 1o cual s deduce de la positividad
de los términcs en la integral, pero ala ves podemos construir sucesiones mini-
mizantes {u, | tales que J{u,) — 0. Asl confirmamos que 0 es un infimo para
los valores de J sobre una famnilia de funciones admisibles. Pero también es facil
darse cuenta que no hay ninguna funcién admisible para la cual J{u) = 0. La
ra=cn estd en que este hedio obligaria a admitir que exisbe ans funcidn cuyas
derivadas toman los valores +1 en todo el intervalo [0, 1], pero a la vez la fun-
cidn deberia tomar el valor cero en esta regidn, lo cual no es de ninguna maners
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posible. Conduimes que I no tiene minimizadores.

Detengamonos por un momento en la obtencidn de une sucesidn minimizan-
te {u,] para el ejemplo anterior. Si logriramos dividir el intervalo [0,1] en 2n
subintervalos de igual tamano, podriameos construir una poligonal (spline-1) que
parta del punto (0, 0) ¥ finalice en el punta (1, 0) come lo exigen las condiciones
de frontera, siempre que cuidéarameos de tomer comeo pendiente en cada subinter-
valn uno de log valores entre 1 v — 1 repartidos en proporciones iguales respecto
al nimero de subintervalos: = de ellos tendrian pendiente 1 v los o restantes,
pendiente —1. 5i las pendientes 1 ¥ —1 == toman de maners alternada, esta
construceidn tendria un menor valor para la integral 7 mostrada en (3). Esto
daria lngar a una sucesidn minimizante {u, } donde u, es la funcidn lineal &
trozos correspondiente & la construccidn que acabamos de describir.

En términos generales, para que una sucesion de fiunciones admisibles {un]
pueda ser una sucesidn minimizante para la integral I, debemos hacer que las
derivadas de sus términce: uf (r) se aproximen a los valores +1 que son los
valores minimes en el potencial no convexo:

p = (113

pero a la ves debemos hacer que el valor nebo de w, sea cada ves mis pequena.
Aungueesto se puede lograr de mudhas maneras, tod as las formas de conseguirlo
reproducen un comporbamiento comin: muestran una osclacidn persistente en
escalas de tamano cada ves mas pequefas ¥ ademés tales oscilaciones tienen
lugar entre pendientes muy cercanas a los valores 1. Vemos entonces que el
problema variacional del ejemplo de Bolza, aunque carece de solucidn (no posee
minimizadores), impone un comporbamiento oscilaborio muy parbicular para sus
sucesiones minimizantes.

Es importante resaltar que este compeortamiento oscilatorio es de gran im-
portancia para la adecuads comprensidn del sisbema fisico que representa el
problema variacional Es precisamente esta forma de oscilacidn o alkernancia,
e que aclarard diferentes propiedades en el camportamiento de cuerpos forma-
dos por materiales con potenciales de deformacicn no convexos, COMo OCUTTS e
aleaciones con varias estruckuras cristalinas estalbles. Por ejemplo, si el potencial
¢ representa dos estados esbables diferentes en sus valores minimos, entonces es-
peramos que una albernancia entre esos valores haga cada ves mas pequenc el
valor de la integral J en (3). Por lo cual es natural que el sistema fisico inten-
te tomar estos dos estados en propeordones iguales ¥ == distribuyan de maners
pareja sobre el cuerpo en cuestidn. 5i aplicameos esta observacion al caso de una
red cristaling, en la cual los estados energeticos estables corresponden a dos con-
figuraciones atdmicas diferentes de la red, la distribucidn o reparticidn de estas
dos posibles configuraciones cristalinas & lo largo de bodo & cuerpo dard lugar a
una microestructura, Abordaremos esta sibuacion desde el punto de vista fisico
en el capitulo 2.

El gjemplo de Bolza es un modelo variacional apropiado para la teoria de
barras eldsticas, por lo fanto la ausencia de convexidad en el potencial deenergia
de deformacidn implica la aisencia de minimizadores, que a la vez estd ligada
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con la presencia de oscilaciones persistentes en las sucesicnes minimizantes del
problema Por dlbimeo, la albernancia entre los valores £1 para las derivadas de
los términos de sus sucesiones minimizantes, implica la coexistencia o mezcla de
deos tipos diferentes de fases sdlidas en el maberial de la barra, para conseguir
un balance de energia menor & lo largo de todo el maberial Esta situacidn se
reproduce en el fendmeno fisico conocido como endurecimiento por deforma-
cidn, el cual surge cuando probetas de ciertas aleaciones comerciales == someten
a cargas de tensidn mas alld de su rango elésticn. Vemos asi que la microes-
tructura desarrollada en & cuerpo tiene implicaciones en su comporbamiento
marroscdpico. Esto motiva el desarrcllo ¥ esbudio de modelos matematicos que
permitan representar adecuad wmente las microestrucburas subyacentes a princi-
plos variacionales no convexos en elasticidad no lineal. Este temes 1o trataremos
con detalle en los capibolos 4 v 7

Este planteamiento tiene complicaciones graduales de naturalezs cualitativa,
En primer lugar debemes proponer métodos ¥ técnicas de andlisic para proble-
mas variacionales no convexcs en una dimensidn, cuando el poteacial ¢ tiene
una forma mas general que la forma parbicular que adquiere en & ejempls de
EBdlza. Esto lo hemos conseguido para los casos en que el funcional ¢ toma una

forme polinomial como:
in

@t) = Z oi (r, u)
i=0
¥ la funcidn potencial ¢4 fiene una forma arbitraria. Desarrollaremos estos mebo-
des detalladamente en el capituln 3
Mé= alld de los casos unidimensionales debemeos enfrentarnos a problemas
escalares en dos dimensiones. Los lamames escalares porque la funcidn de de-
formacién u : ©2 — & estd definida en un dominio bidimensional 22 ¢ &2, pero
toma valores escalares, es decir que u es un campo escalar. En estos casos el
gradiente de u es un vector en dos variables: Vu = (i, u,). De manera que la
funcidn potencial
‘i’: ci:'(r,y',uz,uy]l
depende de las derivadas parciales de w ¥ nos inberess la sibuacidn especial en
que esta dependencia tiene lugar de manera 1o convexa.
Estudiarermos casos generales dados en la fonma:

Im En
q‘b{i‘,y; S:lfll| = Z 2 {Ij'y',‘.‘_.[]l fi + Z b_f I:I,y','l.[}l Sj
=0 =0

donde la forme como el potencial ¢ depende de las derivadas parciales u- ¥
%, se puede expresar como un polinomio especifico para cada una de ellas, es
decir es un polinomio separabls en dos variables. Después de estudiar este tipo
de problemas abordaremos la situacidn, cualitativamente mis compleja, en la
cual el pobencial de energis de deformacidn puede ser describto por cualquier
polinomio arbitrario en dos dimensiones:

'?':’{,T:ly:l S:lﬂl = Z l':l'_?' {T,y,ﬂ} Sitj

0% i43% 3n
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Finalmente exploraremos, en alguna medida, el caso vectorial en el cual el po-
tencial de deformacidn ¢ depende de la mabriz gradiente

de un campo de deformacionesu : {2 — F* con componentes ¥ = (uy,us). Estos
andlisis se desarrollaran cuidadosamente en los capitulos 5, 6 ¥ 8.

Es= muy interesante notar que a medida que el potencial de energia de defor-
macidn ¢ adquiere formas més camplejas, el problema variacional subyacente (1)
pertnite una gama mas amplia en las posibles situaciones cualitabives. En primer
lugar puede haber minimizadores para el problems, pero en caso de no haberlos,
los posibles modos de cerlacidn en las sucesiones minimizantes son mucho mas
complejos. 8 en el ejemplo de Bolza se reducian a dos posibles pendientes £1
determinadas por los valores minimeos de un potencial de energia de deforma-
cidn unidimensional $(t) = {1 - fgjlg, en un caso general como un polinomio
bidimensional general ¢ debemeos considerar todos los posibles valores minimos
para ¢ v todos los posibles modes de albernancia entre los vectores correspon-
dientes & tales minimos. Este problema es un problema de naturaleza altamente
o lineal, pero puede explicarse ¥ resolverse de una maners may gliciente em-
pleando técnicas de andlisis convexo v optimizacidn global que describiremos en
& capitulo 5.

Después de presentar una motivacicn inberesante para justificar el estudic de
problemas variacionales no convexosen elasticidad no lineal | debemos presentar
un planteamiento analitico riguroso que nos permita darle un formal isme tedrico
alas ideas que hemos presentado de una meanera intuitiva Este planteamiento,
ademis de darnos los elementos conceptuales para entender el problema, debe
darnos también un camino para s =olucidn. La pregunta consecuente que sigue
es: |qué tipo de solucidn?... si previamente hemes mencionado que es posible
que el problema variacional bajo esbudio carezea de minimizadores. Debemos
entonces recalear que lo que buscameos detrds dd problem s variacional de interes,
es el comportamiento alternante en los gradientes de sus sucesiones minimizantes
cuando éste carezca de minimizadores. Es correcto suponer que no habra tal
comporbamiento oscilaborio cuando el problemes posee minimizadores.

F uesto que & comporbamiento oscilatorio en las sucesiones minimizantes de
un problemes variacional no convexo, carente de minimizadores, define el tipo de
combinaciones que cabe esperar entre las varias posibles configuraciones crista-
linas estables, correspondientes & los minimes del potencial de energin de de-
formacidn ¢, cuando el problema proviene del balance de energia en un cuerpo
dado. Concluimos que esta informacidn nos permibira determinar la microes-
tructura del material, es decir la forma como s combinan las diferentes fases
solidas para dar lugar a distribuciones con un mener costo energético [31, 5]

Para conseguir esta informacidn utilizaremos una bherramients analitica muy
poderosa que recoge simultaneamente la informeacidn que buscamos: el compor-
tamiento oscilatorio de sucesiones minimizantes, en ansencia de minimizadores,
¥ a la vez la microestructura del cuerpo en modelos de elasticidad no lineal.
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Dado un problema variacional no convexo como el que representameos en (1), no
podemos estudiarln con metodos de andlisis funcional como el meétodo directo,
teoria de perturbaciones o ecuaciones de Euler-Liagrange, debido a la no conve-
xidad de su inbegrando en la variable gradiente de u. Para proceder usameos 1a
teoria de medidas de Young [4, B, 6, 7].

Dado un problema variacional come (1), cuyo inbegrando puede estar des-
crito como una funcidn no convexa del gradieate de las funciones admisibles u,
empleamos una familia de medidas de probabilidad parametrizadas por puntos
del dominio de integracidn, denominadas medidas de Young, Una medida de
Toung es un conjunto ¢ definido corme:

b=,y (Y] € 02

donde m,, &5 una distribucidn de probabilidad en el plano para cada punto
{r,y) € & Con este tipo de objetos matemdticos proponemes un nuevo plan-
tearniento para el problema variacional (1) en la siguiente forma encontrar la
medida de Young v que logra el menor valor para el funcional generalizado:

iw=ff {jjm Br,y; 5, dtay (5,8) +20 (1,0 u)} drdy ()

donde la aparicidn dewu (r,y) se resuelve a partir de las condiciones de contarno
¥ la restriccidn

Vu(z,y) = jjﬁa (5,) dita, (5,1). (5)

Este enfoque para abordar problemas variacionales no convexos en elastici-
dad, ha sido de un gran valor para aclarar la existencia de minimizadores ¥ en
principio penmite deberminar el comportamiento cualibakiveo ¥ cuantitabivo en las
guresiones minimizantes del problems cuando éste carece de solucidn. La teoria
de medidas de Young predice que, & pesar de que el problema variacionsl original
carezca de solucidn, su forma relejads como principio variacional generalizado
{1}, siempre tiene un minimizador v* que consecuenternente ests compuesto de
medidas de probabilidad parametrizadas dptimes:

vt = {j_f,;,y ry e

Lamedida de Young dptima v* contiene una informacién muy importante para
entender el andlisiz del problems variacional en cuestidn [4].

En primer lugar, v* decide por completo la existencia de minimizadores para
el problema variacional no convexo (1). Ezpecificamente, si cada medida dptima
pz s una distribucién de Dirac:

* = -
.lu‘::,y - 'E_th,y:'

compuesta por un solo punto de soporte F {r,y) en el plano st, entonces el
problemsa admite minimizadores cuyos gradientes estéan dados por la funcidn
vectorial .

(r,y) — Flr,y): 02— F*
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Reciprocamente, si el problems admite un minimizador u*, enton ces su gradiente
proporcions nna familia parametrizada de medidas de probabilidad dptimas, con
e propiedad de que todas ellas son medidas de Dirac cuyo soporbe esta definido
por & gradiente del minimizador u*, es decir que:

#;,H=5Eu,t£” para cada (r,y) €0

es una medida de Young dptima para el problema generalizado (1)

En el caso en que la medida de Young #*, que es solucidn al principio va-
riacional generalizado (1), no esté formada dnicamente por medidas de Dirae,
entonees cancluimos que & problema variacional (1) no admite minimizadores
en un espacio de funciones admisibles parti cular (espacios de Sobolev en este ca-
s0). Pero por otra parte, las medidas parametrizadas éphimas que la conforman:
j_t-;,u recogen la informacidn que permite determinar el comportamiento cualita-
tivo ¥ cuantitativo de las sucesiones minimizantes para el problema variacional
no convexo (1), En concreto, argumentos propios de andlisis convexo nos per-
miten afirmar que cada medida parametrizada optima p} | esta soportada en
un nimera de pustos muy reducido, normalmente relacionado con la dimensidn
del espacio en que se describe el problema. Por ejemplo, para problemmas en dos
ditmensiones podriamos suponer que este niimero de puntos de soporte es tres:

Mz = P17 +padg +pedz (B}

donde g, §2 ¥ pas son L'all:l% Ei:usitﬂus que representan una distribucidn de
probabilidad ¥ los vectores A, B ¥ € son los puntos de soporte en el plano.

Teniendo muy en cuenta este hedho ¥ considerando que esta sitnacidn puede
variar de diferentes maneras cuando & punto (r,y) recorre diferentes regiones
del dominio £2, podermnos dar ana estimacidn coalitative ¥ cuantitative del com-
portamiento oseilaborio indueido por cambics en & gradiente de las sucesiones
minimizantes. Especificamente, si {un | &2 una sucesidn minimizante para el pro-
blema variacional no convexo (1), la sucesién correspondiente a sus gradientes:
ﬁﬂn {x,y) debe tomar alternativamente los vectores T:f, B ¥ & con frecuen-
cias g, P2 ¥ P respectivamente, en torno a una vecindad del punto {x,y) 2
Como veremes esta informacidn permite construir de manera apropiada suce-
siones minimizantes para problemas variacionales no convexos. Ver [3, J| para
una cuidadosa explicacion de la aplicacidn de la teoria de medidas de Young &
problemas variacionales no convexos en elasticidad no lineal.

Desde el punto de vista de un modeln energético para un problema de elas-
ticidad, las medidas parametrizadas dptimas p; |, proporeionan la informacidn
pertinente & la microestructura del material Sien un punbo {r,y) € 21a medida
dptima estd dada por la distribucidn de probabilidad {f), enbonces los puntos
A, B v € representan las configuraciones estables para la red cristaling ¥ las
probabilidades g, = ¥ s representan las proporciones en que tales configura-
ciones estables se presentarin en la region del punto (r,y) del dominio £2. Esta
nformacidn en su conjunto permite determinar la microestructura del material,
porque con ells determinamos en queé proporciones aparece cada fase sdlida del
maberial en cada punto del cuerpo.
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Atendiendo al hecho que la informacidn recogida en las medidas parametri-
zadas dpbimas para el problema variacional generalizado (1), correspondiente al
problema variacional no convexo (1), representa exactamente la conformacidn
de la microestructura del maberial impuesta por la minimizacidn de un balan-
ce de energian Tomaremeos como modelo para representar microestructuras a
las medidas parametrizadas dptimeas -“;,u que conforman la medida de Young
solucidn al problema variacional generalizado (). De esta manera la palabra
microesiruciurg no se referird mas a una formacidn de cardcter microscdpico
que cowrbing diferentes fases =flidas de una aleacidn a lo largo de un coerpo,
gino que con pleno sentido se referira & la medida de Young dphima que resue-
ve d problema variacional generalizado (1), planteado a partir de un principio
variacional no convexo (1), ukilizado como moddeo para el balance de energia
en un cuerpo con potencial de energia de deformacidn no convexo ¢ En este
sentido nos acogemos a la terminclogia de Muller [5].

Esto nos permite plantear con precisidn el objeto central de esta monografia
el caleuln explicito de una microestructura, a partir de problemas variacionales
no onvexos, como modelos de balances energéticos en elasticidad no lineal.
Explicaremos ahora el método de relajaciones semidefinidas para alcanzar este
objetivo.

Una vez hemos fijado que nuestro objetivo central es el cdlculo de la me-
dida de Young dptima para e principio variacional generalizado (4}, la cual
representa la microestructura de un cuerpo cuyo balance energético estd da-
do por un problema variacional no convexo como (1), debemmos presentar un
meéto do especifico para el cilculo de las medidas parametrizadas dptimas u}
que determinan la microestrucbura del material, atendiendo a su formea gene-
ral como aparece en la expresidn (6). El método de relajaciones semidefinidas
estd disefado especificamente para resolver este problema.

El método de relajaciones semidefinid as ubiliza resulbades matermaticos muoy
profundecs propics del andlisis convexo ¥ del dlgebra moderna. Dicho meétodo
estd basado en la siguiente observacidn: cuando el potencial de energia de de-
formaridn ¢ puede expresarse como un polinomio en los argumentos (s, ), para
las derivadas parciales de la funcidn admisible u :

plr,ystl= Y cglr,y)s'?
0% i35 3n

entonces el problema generalizado (1) toma la forma
Tm= [ T c@nms@ntoano a0
G logitigan

donde m,; (x,y) son los momentos algebraicos de las medidas parametrizadas
que conforman la medida de Young v = {n, , 1 (x,4) € L2}, especificanente:

My (2, y) =fL s'tidyiy y (5,8).
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Esta transformacidn es de gran ukilidad porque permite replantesr el pro-
blema variacional generalizado (), como un problema de optimizacidn en una
nueva famnilia de variables m,; (r,y]), las cuales a su vez deben representar los
momentos algebraicos bidimensionales de la medida de probabilidad parametri-
zada ., Este procedimiento implica conocer una caracterizacidn apropiada de
los momentos algebraicos, en varias dimensiones, de una medida de probalbili-
dad, un problema profundo, awin en estudio, en algebra moderna denominadeo:
Pmoblema de los Momentos Truncados Mullidimensionales [8, 9, 10]. Sin embar-
g0, existen resultados parciales sobre este delicado problema, que nos permitir an
continuar adelante nuestro propdsito de estudiar el problems de optimizacion
determinado por la minimizacién del funcional (7}, sujeto ala condicidn (5) que
en las nuevas variables de momentos foma la forma:

Yu {z, ) = (M (z,¥) Moy (2, 4)) .

Ein entrar en detslles particolares, podremeos afinmar que una familia de
valores
iIm.; D£i4j=in}

corresponde & los momentos de una medida de probakilidad, cuoando 1a formes

cuadrafica
£ Z Z Ci i T8 TR T
O+ En 0% i 45 50

es sermidefinida positiva. Por lo tanto esto nos da la maners explicita de plantear
la minimizacién del problema (5) comeo el siguiente problema de control:

ﬂgﬂ?{m}'=fL S eplmuimeg () 0 (ny; u) o dedy

O%i4FEin

2.8 (8}

Vulz,y) = (molz,y),ma(z,y)
yvademiss.a

(Mitighy  0Li+ign, 02i +f <n)

que es una forma coadrabics semidefinida positiva.

Este nuevo problemsa de optimizacidn recoge toda la informacidn dd proble-
ma generalizado, pero a la vez, tiene ana forma mucho més conveniente para
ger estudiado: se traba de un problema de control dpbimo en el cual las varia-
bles de control m, ; tienen una estructura convexa [11]. Por lo cual, la teoria de
control dptimo nes asegura que tiene solucidn. Motameos que este también erael
caso para el problema generalizado (1) del cual procede. La ventaja radica en
que los problemas de control dpbimo tienen un formabo més manejable debido
a que estan definidos en funcones, no en distribuciones como era el caso para
los problemas generalizados. Dada la caracherizacidn que bemeos atilizado para
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la= variables m; ; como momentos de distribociones de probabilidad bivariadas,
en términos de formas cuadrabicas semidefinidas positivas, lamaremos &l aoevo
problema (8) una relzjacidn semidefinida del problema no convexo original (1],
utilizado como modelo energético en elasticidad no lineal

El propdsito de esta investigacidn es abrir una via de solucidn para estos
complejos problemas de opbimizacidn no lineal. Pero resalbando cuidadosamen-
te que la solucidn explicita al problema de control éptimeo (8) no es por =i misma
suficiente para determinar la microestructura subyacente al modelo de elastici-
dad. Como hemeos sedalado, la microestrucbura estd determinads por la forma
copstibutive de cada medida de Young dptima como estd descrito en la expre-
gidn (B). Una de las conclusiones mas inberesantes de nuestro trabajo, es que la
forma explicita de cada medida parametrizada dptima (microestructura) puede
obtenerse & partir de la solucidn

mt={mi lr,y) (zy)eQ D<i+j<m}

al problema de control éptime (8). Esto se consigue con una cuidadosa imple-
mentacidn de métodos algebraicos sobre las variables de momentos bidimensio-
nales dphimeos
fmiilz,y): 0€i+j <}

en cada punto (r,y) del dominio £2. Abordaremce esta cuestidn en los capitulos
3y b

Puede verse con cdaridad, que una ebaps fundamentsl de todo el procesn,
consiste en la solucidn al problema de optimizacidn (8). Este problema exige
un cuidadoss planteamientn en forme discrets como un programa matematico.
Lo cual exige una discretizacidn del dominio £2 en una malls de punbos (T, 31),
para cads uno de los cuales existe una familia de variables m, ; (1y,30) que
representan los momentos alpebraicos bidimensionales, de la medida parametri-
zada p,, ,, por el panto (7, ;). Ademis deébemos imponer dentro del modelo
discreto, como programa makematico, s condiciones apropiadas que parantizan
la definicidn positiva de todas las formaes coadraticas

(Mipic gy (Tr,gn) 0 Litjdn, 0Li'+5 <n)

paracada uno de los puntos de la malla. Adicionalmente es necesario imponer en
forma de ecuaciones al gebrai cas la condicidn gradiente sobre (Mmoo (1, ), Mo (T, 4]
como aparece en (8). Esto implica la resolucion numérica de enormes programas
mabtemakicos, no lineales, con técnicas campubacionales apropiadas para ello.

Es asi como una buena parte de nuestro trabajo se crientd a poner a punto
sofisticados algoritimos de programacidn no lineal, sobre los modelos discrebos
que representan las relajaciones semidefinidas propias de problemas general iza-
dos, provenientes a su vez de moddos variacionales en elasticidad no lineal. Ea
el desarrollo de este objebivo hemos atilizado lenguajes de optimizacidn comeo
AMPL ¥ GAMS, ademds de librerias especializadas de programacion semidefi-
nida [12, 13, 14]. Esto ha constituido una tarea de naburaleza practica de gran
exigencia en d rampo de la optimizacidn numérica. Hacemeos un recuento de
esta labor en los capibules 9, 10 v 11,



LAY

En el capitulo 1 presentames los dementos de andlisis convexo, teoria de
momentos ¥ relajacion semidefinida que serviran comeo hilo conduckor para todo
& trabajo.
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Capitulo 1

Analisis Convexo,
Problemas de Momentos y
Relajaciones Semidefinidas

En este capitulo veremeos cdimo == unen diferentes métodos ¥ resultados fun-
damentales de matermndbicas modernas para darle una respuesta coberente al
propdsito de esba investigacidn: proporcionar los metodos de caleulo apropia-
dos para obtener la microestructura en problemas variacionales no convexos
propios de la teoria de la elasticidad. Los elementos més imporbantes de este
desarrolls proceden del analisis conveso, la teoria de momentos algebraicos ¥
desarrollos recientes en programacidn mabematica, donde se ha estudiado una
farnilia, particular de programas convexos denominados: programas semidefini-
dos, los cuales estdn basados en la descripeidn de conjunbos factibles mediante
conos de mabrices semidefinidas posibivas.

En primer lugar, uno de los conceptos de meyor ubilidad para nosotros es
& de envolbura convexa de una funcidn continua f : B®™ — A definida en un
espacio euclidiano. Esperameos que esta funcidn tengs una propiedad particular
denominadsa coereividad, la cual implica que cuando la variable independiente
r se aeje en alguna direccidn, esto es ||| — co, los valores de f(r) también
receran sin cota, pero a una rapidez mayor que el crecimiento de x. Bajo este
supuesto, la emvolbura convexa de f es la mayor funcidn convexa fo que es
inferior & f. Asi tenemos que f_ = f =i ¥ =0lo si f es convexa, f. < f en general,
v ademas g £ f, siempre que g sea convexa e inferior a f.

Las funciones convexas involucran procesos de inbegracidn a través de la
destqualdad de Jensen: f es convexa si v s0lo sl

f(LHSi#{SJ)Ej;nf{s}i#[s} (11)

para cada distribucidn de probabilidad g Como caso particular, decimos que f

1
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es una funcion convexs si vy sdlo =i
Flaat+ -+ aea®) £ hf o)+ +anf (of) (1.2)

cuando at, . .., a* son puntos arbitrarice en B™ ¥ Ay, Ak son valores positives
que suman la unidad: A1 + - + A = 1. Bajo estes condiciones 1a expresidn
dial 4+ 4 Apa® se denomina una combinacicn convex s, pero es evidente que
sus elementos constitutives permiten describir una distribucdn de probabilidad
discrets

B= i)"ian‘ (1.3)

donde los puntes af son los eventos ¥ los valores A; son sus respectives probakbi-
lidades Técnicamente decimos que a' es el soporte de la medida de Dirac 8. ¥
que el conjunto {al,. .., 2%} es el soporte de la distribucidn de probabilidad .
CUbserve que si ¢ es tomada como en la expresidn (1.3), entonces la designaldad
de Jensen (1.1} toma la forma dada en (1.2}

Las combinaciones convexas son un concepto de trabajo esencial en andlisis
copvexo, Dado un conjunto A & B", su clansura convexa es la coleccidn de
todas las combinaciones convexas formadas con punbos de A A este conjunto 1o
denominames co (A) ¥ facilmente observamos que es el menor conjunto convexo
que contiene al conjunto A Asivemos que A escomvexosi y=dlosi A =co(A),en
general A C o ({A) yco(A) C Bsiempre que B sea convexoy A C B. Uno deles
resulbados més interesantes en andlisis conveso es el teorema de Carabheodory,
segin el cual cada punbto en la envolbura convexa de A puede describirse comao
una combinacion convexa de n + 1 punbos en A o incluso mencs:

cofd) = {dal + + Mot kLn 1) (1.4)

Las implicaciones de este resulbado son muy profundas porque nos dice que boda
figura convexa puede describirse con un ndmero reducido de elementos que la
definen. Es un resultado andlogo & los resultados que incorporan la dimensicn
en algebra lineal Para més detalles sobre los fundamentos del andlisis conveso
puede remitirse a [15].

El andlisis convexo relaciona de una manera muy clara el concepto de clavsu-
g coRterd para conjuntos, con el concepto de eruclivra contcra para funciones:

<o (Epi (f)) = Epi () (15)

donde Epi { f) representa el epigrafe de la funcidn coerciva f : Bt — R Este
s el conjunto de puntos en B encima, ¥ sobre la grafica de la funcidn §:

Epi(f)={iz,} e B"" 1 2 Fx)}. (1.6)

La expresidn (1.5) indica que para funciones woercivas es equivalente tomar su
envolbura convexa y luego su epigrafe, que tomar su epigrafe primero ¥ luego 1a
clansura convexa de éste como conjunto. Esba relacidn serd de gran importancia
en el desarrcllo de este trabajo.



En especial, si fijumos un punto (a, £ ()] en B+ evidentemente &l hace
parte de la clausura convexa del conjunto Epi { §), por lo tanto podemos expresar
al punto (a, f- (2)) como una combinacidn convexa de n + 2 puntos en Epi (f).
Con un breve andlisis adicional [15] podemos asegurar que el punto (a, f.(2})
sobre la grafica de f. puede expresarse como una combinacidn convexa de n +
1 puntos & lo sumo, ubicados sobre la grafica de f, esto quiere decir que la
e presion:

nt+1l

(a, f(a)) = ZA,- (af, f {af)) (17)

es cierka para una coleccidn den 41 puntes af € B" o menos, ¥ valores positivos
correspondientes & que suwman la unidad.

En este trabajo serd de suma imporbancia el problems de identificar los
puntos o junto con los valores A; que hacen cierta la expresidn (1.7) en forma
de una combinacidn convexa, donde la dnica informeacidn disponible es el panto
aen el cual queremeos anaizar la envolbura convexa de f. Por esta razdn hemos
denominado a este problema el andlisis de la enuollura congera de la fencidn
f en el punto o, A pesar de su claro sentido geométrico, este es un delicado
problema de naburalezsa no lineal | @ cual tendra implicaciones muy delicadas en
problemas de optimizacidn no lineal [16, 17].

FPara afrontar este problema acudimos & un planteamnients propio de andlisis
convexo [15] segin & cual los puntos a' ¥ A; == pueden caracterizar como la
combinacidn convexa que hace minima la expresion

A f {ﬂl) 4+ A f {akjl I::l.SII
mientras cwmple son la restriceidn
ﬂ-=_Jl.]_ﬂ-l+---+_Jl.kﬂ.k. {lg}

Pero si areptameos que cada combinacidn convexs puede representarse oomeo
una distribucidn de probabilidad discreta, como hemee visto en (1.3) ¥ ademds
recordamos que cada distribucidn de probabilidad puede aproximarse por una
distribucidn discrets, entonees el andliziz de 1a envolbura convexs en el punto o
tomea la forma de un probleme genersl de ophimizecidn convexs:

pEﬂig'ltI:“:lf Fis)dp(s) =a f sdpis)=an {1.10}
donde F(B") es la familia de todas las medidas de probabilidad regulares de
EBorel en d espacio eaclidiano B™

E= un resultado profundo pero muy interesante dentro de nuestra linea de
investigacidn, el hecho de que la medida ¢ptima que resuelve el problema (1.10)
sea justarmnente la distribucidn de probabilidad discreta, dada en la forma (1.3),
cuyos puntos de soporte a® ¥ cuyas probabilidades 3 resuelven el problems no
lineal {1.7) que define el andlisis de la envoltura convexa de la funcidn coerciva
f en el punto 2. Este resulbado es un pilar fundamentsl para el trabajo ¥ los
métodos propuestos dentro de esta investigacidn.
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8 nos remontamos a la inbrodaccidn, recordaremos que el cdleulo de una
microestructura se determing a partir de la expresidn que representa una me-
dida de probabilidad dptima, parametrizads por las variables del dominio del
problema fisico. Observe que la expresidn (6) es un caso particular de la expre-
gidn (1.3) para funciones en & plann: 7 = 2. Esto quiere decir, que el métado
para calcular microestruckuras estd basado en un problems de optimizacidn en
medidas, que representa el estudio de los componentes geometricos de la envol-
tura convexa de una funcidn en un punto particular, tal como refleja la ecuacidn
({1.7). En pocas palabras, encontrar los elementos que aparecen en la expresidn
(6}, es un problema equivalente a resolver la expresicn (1.7) que determina la
forme en que un punto sobre una envolbura convexa se puede representar como
una combinacidn convera de puntos sobre la grafica de la funcidn en cuestidn.
Pero a la vez resalbamos, que la solucidn a dicho problema estd dada por la so-
lucidn a un problema de optimizacidn en medidas como el que aparece descrito
en (1.10).

La pregunta subsiguiente es cdmo abordar problemas de optimizacidn abs-
tractos come (1.10) que estin definidos en términos de medidas de probabilidad.
La respuesta nos conduce a un segundo problema fun damental en matematicas
contemperianess: el Problema de los Momentos. Aunque no podremos resolver
el problema (1.10) para todo tipo de funciones coercivas, nos concentraremos
tan solo en polinomios, los cuales =on aln ana gran familia de funciones, den-
tro de la coal podemos encontrar modelos validos para ana buena cantidad de
problemas fisicos.

Bupondremos que f es un polinomio de grado par definido en dos veriables:

Flzyl= > cgr'y (111)

Q%i+j%n

donde el supuesto de coercividad implica €30, % 30 > 0. Entonces si plantea-
mos el problema. (1.10) sobre esta funcién polinomial f, encontrameos que cada
integral tomea la forma

ogitisin
donde las variables m,; representan los momentos algebraicos bidimensionales

de la medida de probabilidad @ £ F I[IEE:I. De esta manera & problema de
optimizacidn {1.10) se transforma en el programa matermdtico:

0% i45% In

donde Af (B?) es la familia de vectores bi-indexados m = (my; 0 0 i+ 7 < 2n)
cuyas entradas corresponden a los momentos algebraicos de medidas de proba-
bilidad soportadas en el plano.

Es importante darse cuenta que el problema de optimizacidn (1.10), definido
en medidas de probabilidad, cambid por el problema equivalente (1.13) pero
tomd la forma nabural de un programa matematico convexo. Esko es evidente



porque la funcidn objetivo en (1.13) es lineal ¥ el conjunto factible es convexo:
observe que la aplicacion

p—(my 0€i4j<in): PIRY) — 2 (B c RENHLIN+Y (1.14)

es una transformacicn lineal, por lo tanto leva al conjunto convexo F (B®)
gobre el conjunto convexo Af {]Ezjl. Aunque esta observacidn tedrica determina
que el conjunto factible Af []EE]I es un conjunto convexo en el espacio enclidiano
Riin+l (“"'l:', o es evidente como podemeos caracterizar sus variables de diseno
i ; para que representen los momentos al pebraicos de distribuciones bivariadas.
Este es un problema moy complejo ain en estudio [18, 19, 20]. Sin embargn
algunos resultados parcales nos penmitiran avanzar en la direccidn de considerar
& programa mateméatica {113} como una representacidn del problema (1.10).
Una forma bastante confiable de caracterizar las variables m,; ; como mo-
mentes algebraicos, es imponiendo la condicidn que la forma cuadratica

nil! ni?!
o — Z Z CigCergr ML gir 3447 - I3 z —F [115}
0% i+ SN0 +5i'Sn
sea semidefinida positiva [3, 21]. Por lo tanto, el programa mabemdtico (1.13)
toma, 1a forme de un programe semidefinido:

min C;i7Fi: 5.8 1.16)
menﬂlijmi_'_zj;:h I (
(Mt gy 02d+jEm, 024+ <n),

es sernidefinida positiva. La programacidn semidefinida es un tipo particular de
Programacion conica, en la coal d conjunto factible subyacente hace parte de un
cono definido por combinaciones lineales de matrices que deben ser semidefinidas
positivas. Esta estrucbura se conoce como LMT (linear mabrix inequalities) ¥
gerd estudiads con detalle en & Capituln 8 ¥ en d Capitulo 11

Une de log resultados més importantes de la investigacidn que adelants-
mee, ez que la solucidn al programa semidefinide (1.16), ésta corresponde a
lns momenteos alpebraicos de la medida de probabilidad dptima que resuelve el
problema de optimizacidn (1.10), la cual & su vez representa a la combinacidn
convexa que valida la expresidn (1.7). Esta es justamente la informarcidn que
buscamos pars determinar una microestructura en el sentido de la expresidn (6)
que son les modos normales de cecilacidn en las sucesiones minimizantes de un
problema variacional no convexo en elasticidad no lineal

Emplean do mébodos algebraicos adecnados, podremos reconstroirla medida
dptima del problema (1.10}, a partir de los valores dptimaos m} ; que forman la
solucidn del programa semidefinido (1.16). Este es el fundamento que hay detris
de lns métndos de relajacidn semidefinida pars abordar problemss variacion ales
no convexos en elasticidad Este procedimientn serd aplicadn en & Capituls
B para resolver las envolburas convexas de polinomios bidimensionsles, en el
sentido de que la medida dptima p* para (1.10) cumple con

folo) =Ln_f{s]|ﬂg#* (s)=Acf () + - + M f o), (117}
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¥ &=l la solucidn al programas semidefinido (1.16) nos permitird encontrar los
puntos af ¥ log valores &; que definen a la medida dptima p* como una distri-
bucidn de probabilidad discreta definida come:

k
= Al (118)
i=l

Este procedimiento para resclver el andlisis de envolburas convexas de po-
linomios, reduciéndolo a la solucidn de un programa semidefinido, pars loego
aplicar, scbre la solucidn encontrada, alguncs metodos algebriicos, es el pilar
fundamental en el método de relajaciones sernidefinidas para calealar microes-
tructuras. Ampliaremos este punto a continuacion.

Supongameos que nos enfrentamos a un problems veriacional no convexo en
la forma

ﬂEﬂf{u}=/Lf(Eu{r,y}l) drdy sa wu=g en &0 {119}

donde la fuscidn f puede representar un potencial de deformacidn para algin
tipo de material ¥ suponiendo que § pueda representarse como un polinomio
bidimensional en la forma general (1.11), enton ces es fécil mostrar que el andlisis
de la envolbura convexa de f en el panto

a={o,as) =f g dv {120}
A

proporciona las posibles formas de oseilacidn o los minimizadores (de haberlos )
parael problema variacional (1.19).
&l la envolbura convexa de f en el punto 2 admite 1a descripeidn:

fela) = Acf (a™) + daf (2®) + 2af (%) (1.21)
don de
dal+ et + dae® =a
At Aa A =1 (1.22)
.Jl.,' = 0

entonces la construceidn del minimizador para & debe cuidar que el gradiente
de u tome los valores ab, a® ¥ a® en las proporciones Ap, Az ¥ As, respectivamen-
te, sobre el dominio £, 8 esto es compabible con las condiciones de frontera,
tendremos minimizadores ¥ an tipo parbicular de microestrucbura, en la cual
las confizuraciones estables a®, a® ¥ a® == agrupan en regiones especificas del
cuerpo.

En el caso contrario, en que no sea posible repartir los gradientes ab a®
¥ oY en las proporcionss A, s ¥ Az ¥ a la vez cumplic con las condiciones
de frontera, la minimizacidn del integrando § tendra lugar a través de una
serie de sucesiones minimizantes que intentardn ajustar ¥ hacer compabible 1a
distribucidn de los gradientes con las condiciones de frontera, lo cual dard logar



& una microestructura més compleja en la cual las configuraciones estables a®, o?
v 0 se entremezclarin en regiones particulares, en escalas de tamano cada vez
mas finas, signiendo las proporciones Ay, s ¥ s para sus gradientes.

Este andlisis se aplica a las sibuaciones més complejas donde debemos abor-
dar problemas variacionales no convexos que son modelos para problemas de
dasticidad no lineal, los cuales tienen la forma general

min T {u) = /L {q*.': (.3, _'E'Lu) +an {I,y,u}l} dh diy (1.23)

donde el potencial de energia de deformeacion puede depender de manera no con-
vexa del estado de deformaciones dado por el gradiente de la funcidn admisible
u,

Muevarmente, si aceptamos que el potencial de energia de deformacidn ¢ tiene
una forme general dada por une expresidn polinomial en dos variables:

plr,y; 5 t) = Z £ Tyl st {1.24}

OitFEin

entonces, el funcional generalizado en medidas de Young

Tiw) = jL {f/F P, y, 5, 1) g (5,8 + 2 {I,y,u}} drdys (1.25)

ge transforma en & problema de control dptimeo:

?{m} = /L Z o (2, ) M (2, )+ (w, g, u) 3 drdy {1.26)

Q=645 3n

donde las variables de control m; ; deben estar restringidas por desigualdades
lineales matriciales que las caracterizan como los momentos bidimensionales de
medidas de probabilidad en el plano. Este nuevo problems de opbimizacidn 1o
hemes lamado: relajacidn semidefinida del problema original (1.23).

Resalbamcs que su solucdn m}; (r,y) permite reconstruir los componentes
de cada medida parametrizads dptima

b o =Aal + a0 4 Aaat 127
#I,H

que en su conjunto conforman la medida de Young optima para el funcional
generalizado

o= {f"'“::,y Syl ES’E} {1.28)

que a su vez debermina la microestructura para el modelo variacional {1.23).
Observamos que los gradientes o' a® ¥ o® determinan los modos de oscilacidn
presentes en las sucesiones minimizantes para el funcional & en torno al panto
{r,y) del dominio £

En resumen, resaltaumos que el andlisis de las componentes de una envolbura
convexa de una funcidn polinomial, conforman & problemes central ¥ recurrente
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& lo largo de esta propuesta. Ademés la forma de enfrentarse a él tiene un es
quema general: planteamiento de un problems de optimizacidn en medidas de
probabilidad, replantesmiento en forma de un programa convexo en térming
de desigualdades matriciales o relajaciones sermidefinidas, ¥ finalmente, manipu-
lacidn algebraica de los resultados para construir la combinacidn convexa que
contiene la informacion acerca de los minimizadores o de las sucesiones minimi-
zantes del problema original.

Desarrollaremes este programa en sus diferentes contexteos a lo largo de esta
investigacidn. En el Capitulo 2 veremes los fund amentes fisicos que nos levan a
las monsideraciones apropiadas acerca de la la peometria no convexa de los po-
teaciales de energia de deformacidn en aleaciones cristalinas. En el Capituln 3
desarrollaremos la metodologia pertinente para analizar problemas variacionales
no convexos en una dimension. En el Capitule 4 aplicaremos esta metodologia
para obtener la micoestructura en una probeta a partir de potenciales de de-
formacidn empiricos, obtenidos de datos experimentales sobre el material que
la conforma. En & Capitulo 5 desarrollaremos la metodologia del método de
los momentos para desarrollar el andlisis de envolboras convexas bidimensiona-
les, con lo coal daremos respuestas explicitas a problemas generales descritos
en la forma (1.13). En el Capitulo § desarrcllaremos la metodologia apropiada
para abordar problemas variaconales no convexos en dos dimensiones. En el
Capitulo ¥ aplicaremos esta téenica para encontrar la microestrucbura subya-
cente en problemas variacionales no convexos en dos dimensiones. Ea el Capibulo
8 exploraremos las técnicas desarrclladas para analizar problemas variacionales
no convexos vectoriales, mediante la esbimacidn computacional de la envolbura
policonvexs de potenciales de energia de deformacion definidos en matrices de
deformacian.

Fuesto que el trabajo propuesto implica una componente computacional bas-
tante pesada, debido a que la mayoria de programas mabeméati cos que resulban
son problemas de optimizacidn no lineales en un gran nimero de variables, en los
capitulos subsernentes hermes illustrado diferentes herramientas computacdonales
que han sido dtiles para resolver algunos modelos discretos que permiten reali-
zar el caleulo de las microestructuras subvacentes a problemas variacionales no
convexcs en elasticidad. Es asl como en el Caplbulo 3 hacemos ana introdaccidan
al lenguaje AMPL e ilustramos sus propiedades ¥ ventajas desarrollando con él
un modelo que permite calcular una microestructor s particular. De igual mane-
raen el Capitulo 10 hacemos una introduccidn al lenguaje de modelado GAMS
y desarrollamos con @ un modelo discreto que proviene de un principio varia-
cional no convexo y dard lugar a una microestructura particular. Finalmente,
en el Capibulo 11 presentames los fundamentos de la programacicn semidefini-
da ¥ desarrollamos alguncs ejemplos con rubinas profesionales para encontrar
la microestructura subyacente a problemeas bl dimensionales a través del andlisis
de envolburas convexas.



Capitulo 2

Fundamentos Fisicos

En este capibulo sentamos las bases fisicas necesarias para modelar el com-
portamiento de cuerpos metdlicos bajo el efecto de esfuerzos més alld del rango
dastico del maberial El objetivo principal es darle al leckor el vocabulario ¥
los conceptos bésicos necesarios para poder abordar un problem s de daskicidad
o lineal. En la pritmers, parte haeemos una breve descripeidn de la forma co-
mo se estrucbura la materia (seccidn 2.1). Esta seccidn estd dividida en varios
apartados que introducen al leckor en los elementos atdmicos de la materia ¥
avarzan hacia el enbendimiento de los fendmenos macroscdpicos que tienen lugar
en maberiales, particularmente en elementos estrucburales compuestos de ace-
ro. Comenzames (seccidn 2.1.1) haciendo una breve explicaridn de la mecénica
cudntica, tecria que nos dard las herramientas necesari as para entender el com-
portamiento de los electrones en un atomo ¥ que provee una justificacidn tedrica
a la confipuracion electrdnica de los elementos de la fabla periddica. Seguida-
mente, en 2.1.2, explicameos los tipos de interacciones o enlaces que == dan entre
ahomeos, annque este tipo de enlaces s pueden tratar utilizan do la teoria cudnti-
ca, & nivel de complejidad que se adquiers es considerable ¥y optameos por seguir
& tratamiento clédsico convencional: tratar los abomos como esferas rigidas de
radio . Ttilizando los concepbos de la seccidn previa, describimes las estructu-
ras wistalines mis camunes de la materia v los comportamientos que se derivan
de estos (seccidn 2.1.3); en particular nos dedicamos al entendimiento de las
estrucburas fre, bee ¥ hep. Las siguientes dos secciones (214 y 2.1.5) tratan
de las formas como se organiza y como se describe la materia, introducimes el
concepto de empaquetamiento cercano v discubimeos los mecanismes por los cua-
les ze pueden generar aleaciones de materiales. Por dlbimeo describimeos los tipos
de imperfecciones que se presentan en los materiales; en particolar discubimeos
detalladamente los tipos de dislocaciones que se presentan en estos ya que estas
gon las responsables de la deformacion plastica que sufren los metales. Esto com-
pleta las herramientas tedricas que =2 ukilizan para describir el compeortamnienta
de los materiales sdlidos ¥ en particolar de metales.

A cogtinuacion en 2.2 discutimos los mecanismos de formacion del acero v
describimos las diferentes fases que se presentan en el hierro puro, esto con el

9
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fin de mestrar que existen varias configuraciones energéticas posibles para una
alearidn de hierro-carbono.

En 2.3 hacemos un recuento de las herramientss fenomencldgicas que se uti-
lizan actualmente pars el estudio de cuerpes solides. En particular infrodacimes
la maquina universal ¥ el diagrama esfuerzo-defornmacidn que se obtiene de los
experimentos hechos con ella. Discatimos también, en términes de los concepbos
de las secciones anteriores, los mecanismes microscdpicos que son responsables
de los camportamientos particulares que presentan las aleaciones de acero con
contenido de bajo carboneo.

Seguidamente en 2.1 planteamos un modelo variacional para el estudio de
una barra unidimensional con condiciones de fronbera bien definidas ie., una
barra delgada de maberial bajo la accidn de una maquing universal Hacermeos
una breve dizcusidn de las dificultades que se pueden presentar al tratar este
problemsa con las herramientas convencionales del caleulo de variaciones ¥ pro-
ponetnos la solucidn a partir de la tecria de momentos sobre medidas de Young.
Por dltimo presentames un breve andlisis sobre las caracterizticas de convexi-
dad que deben cuwmplir los potenciales de energia de deformeacion para materiales
que tienen diferentes fases sdlidas que pueden coexishir a iguales temperaturas.
Esta seccidn justifica la necesidad de estudiar problemas variacionales que re-
presentan balances energsticos con metodos diferentes a los metodos directos o
la teorin de perburbaciones que habitualmente se emplean.

2.1. Descripcion Basica de Materiales

La Mecanica Clasica MNewbtoniana es adecnada para describir la dindamica de
objetos macroseopi cos que == mueven a velocidades pequefas comparadas con la
de la luz en el vacio (c = 3 x 10°m/s), para describir el camportamiento de ob-
jetos que == mueven a velocidades comparables a ¢ debamos ntilizar la mecénica
relativista desarrollada por A. Einstein a finales del siglo ATH v principics del
AX [23).

La Mecanica Cudntica describe el comportamiento de particulas subabdmi-
cas, en particular de los electrones en aboimeos, moléculas ¥ sdlidos. Esta teoria
tiene en cuents la dualidad onda-particuls de la materia, que se presenta & es-
tas escalas, ¥ por lo tanto el electrdn se describe tanto como una particula (con
masa, momentum, ebe. ), como una onda (con longitud de anda, frecuencia, ebc).
La Mecdnica Cuantica fue desarrallada por L. de Broglie, E. Schrddinger, W.
Heisenberg, P. M. Dirac ¥ otros a principios del siglo XX [23].

2.1.1. Electrones y Atomoas

El compeortamiento de electrones en dbomos, moléculas ¥ fases condensadas
{Liquidos y stlidos) se describe ubilizando la mecdnica cudntica. El caso mis
simple involura el movimiento de un electrdn bajo la accidn de un potencial ¥
que, en general, es funcidn de la posicidn. En coordenadas carbesianas (1,7
v 73} la descripeidn del comportamiento del electrén se encuentra ubilizando la
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ecuacion de Schrodinger:

ﬁ=ﬁ+1’-{1111‘3113}| {21}

ﬁ3=_ﬁ3(@+gg+&r_§)=_ﬁ3g3

donde m es la mass del electrdn, i = :—I la constante de Plande, Hes el operador
Hamiltoniane del sistema, fel operado momentiim, 1 es 1a funcidn de onda del
dectrdn ¥ E las energias (desconocidas) que puede tener el electrdn. La funcidn
de onda, ', nos pertnite encontrar diferentes propiedades de la parbicalsa:

» |¥|* es la densidad de probabilidad de encontrar al electrdn por unidad
de volumes,

» 7| o®r, donde d*r es un elemento de volumen, nos da la probabilidad de
encontrar al electrdn en tal elements de volumen.

Para una diseosidn mas profunda sobre el significado de la funcidn de onda ¥
la naturalezs de la ecuacidn de Schrodinger referimos al lector a las referencias
[23, 2]

Un metal simple, como & sodio, se puede considerar, en una primers aprosi-
macidn, como una coleccidn de iones Ma™ fijos con un nimero correspondiente
de dectrones libres para moverse dentro del cristal pero incapaces de escapar de
& Movimiento libre implica que el potencial ¥V dentro del cristal es constante;
como podemos escoger arbitrariamente el punto de referencia del potencial ha-
cetnog VW = 0 dentro del cristal Prohibir que los electrones escapen del cristbal
implica que ¥ — 0 coando nos acercameos a la frontera de este. Por lo tanta
estames interesados en solucionar (2.1) con ¥ = 0 ¥ la condicidn que ¥ =0 en
las fronteras.

Desarrollarermos el caso unidimensional para movimiento restringido a 0 =
r £ L dada su simplicidad, tenemos enbonces {de (2.1) ¥ las condiciones de
frontera.):

8 2m
TR
I =0 parar < 0

=0

T =0 parar = L

esto significa fisicamente que el electrdn estd restringido a moverse en un pozo
de potencial infinito, como el de la figura 2.1 Este caso parbicalar se conoce
como el de la parbicula en una caja de potencial infinito. Para este problema
golo exisben solucdones para valores discretos de £ ¥ =2 conoce como un problemea,
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- A A=

Figara 2.1: Pozo de potencial infinito.

de valores propios. Lia solncidn general es

¥ = Asin{or) + B cos{aT)

con
2mkE
o=
b
Ay B ronstantes. Para satisfacer las condiciones de contorno B = 0y sin{al) =

f2xn”®

0, que se sakisfacesi £ = 575, n=1,2,5. ... Esta condicidn sobre la energia
ge conoce oomo la condicidn de cuantizacidn e implica que el electrdn =8lo puede
existir con ciertos valores discretos de energia El entero n se lama ndmero
codntico.

Para encontrar el valor de A notamos que & electrdn debe estar dentro de
la regidn [0, L] ¥ por lo tanto

L
f Tidr =1
o

El caso tridimensional es un poco mas elaborado matemati camente, 1a condi-
cidn de cuantizacidn a la que == lega si suponemos que el electrdn esta confinado
en una caja de largo, ancho ¥ alto Ly, Ls v Laes

P s A
am \L? " Lf 7 L2

COH T, Tz ¥ 7z enberos. El caso tridimension al involucr atres ndmeros cuanti cos.
En realidad existe un cuarto ndmero cudntico: el spin del dectran, que puede
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Coadro 2.1 Motacidn espectroscdpica para el ndimero cudntico {

tener uno de dos valores m4 = :I:%. El estado del electrdn estd descrito por
cuatro nimeros cudnticos (conocer los 7; ¥ m es equivalente a conocer la energia
v la funcidn de onda).

El principio de exclusidn de Pauli [23] nos dice que en cualquier dbome,
meolécula, sdlido, ebe. no pueden existir dos electrones en el mismo estado cudnti-
oo (eon los mismes nimeros cudnticos). Por lo tanto cada uno de los electrones
que conforman un cuerpo biene su conjunto especifico, ¥ dnico, de ndmeros
cudnbicos.

Atonw de Hidrdgeno

El Hidrégeno es el abomo mis simple que s2 encuentra en la naturaleza (un
protdn interactuan do con un electrdn ) ¥ su estudio, desde el punto de vista dela
Mecanica Cudntica, hos permite compren der las propiedades ¥ comportamientos
de abomos més pesados. Para estudiar el dbomo de Hidrogeno proponemos un
potencial de Coulomip

1 e

dmeg »

donde e es la carga del electrdn (¥ del protén en el niclen), & = /2% 4 3% + =2
d radio de la drhita que sigue el electrdn alrededor del protdn v eq es la perimi-
gividad del espacio libre.

Al resclver la ecuacidn de Schridinger (en coordenadas esféricas), con este
potencial ¥ condiciones de frontera adecnadas, 1a funcidn de onda resultante
depende de tres nimercs cudnbicos lamados n, f ¥y mpeonne = 1,2, 3., =
o,...,m—1lym=-{,—4+1,. . . -1,01 {-1.1

Las enerpgins permitidas para d electrdn resultan ser

1

E, = _E-En
oo En = 13,6V, Experimentalimente se ha encontrado que la energla de ioni-
zacidn (energia necesaria para separar un dectrdn de un abomo de hidrdgeno)
para este sisberma corresponde a 13 60eY.

Una notacidn, cominmente utilizads, para describir el estado electrdnico del
dbomo de hidrdgeno es la nobacidn espectroscdpica que reemplaza el valor del
nimero cudntico { por una letra come se indica en el cuadro 2.1 Por 1o tanto
un electrdn que esté en el estado = = 2, { = 0 =2 dencba como un dectran 2z El
estado base es 1s
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Atomos pesados

Definimes un dtomo pesado como el que tiene un ndcleo de cargs Ze con un
sélo electrdn, e H, Het, Li*t, ebc. La ecuacidn de Schrddinger es equivalente
a la del Abomo de hidrdgeno reemmplazando % por 2'—:, donde = es el nimero
de protones en el dtomo. Los posibles valores, que se encuentran, de la energia
del electrén son

con En = 13,62V,

La primers aproximacidn para trabtar dbomos reales es suponer que todes
los electrones se comportan como electrones en dbomos pesados (no se tiene
en cuenta la inberaccitn entre electrones) v por lo tanbo el comportamiento
electrdnicoes el de un electrdn interactuanda con un dbomo pesado. Por principio
de exclusidn los electrones deben tener enerpgins distintas v por lo tanbto los
niveles ze van “Nenandd” de acuerdo al nimero de electrones que tenga & abomeo.
Por ejemplo el carbono (£ = 6) tiene una estructura electrdnica 1532 2p®.

2.1.2. Enlares atdmicos

Las interacciones y enlaces entre dbomos son descritos por la Mecdnica
Cudntica pero el céleulo exacto de estos es posible slo en un ndmero especifico
y limitado de cascs. Por lo banto se uhilizan modelos para describir los enlaces
atdmicos. Estos modelos incluyen al enlace idnico, covalente, metdlioo ¥ secun-
dario {entre uno ¥ dos ordenes de magnitud més débil que los anteriores). En
general el tipo de enlace entre dtomeos es una cambinacidn entre dos o méas de
estos bipos de enlace.

Enlace idnico

El enlace idnioo se presenta cuando dos o més iones interactian para formar
una moléeuls, el potencial de interaceidn entre dos Atomes de cargas opuestas
&1 ¥ {Js es una combinacion entre el potencial de atraceidn de Coulomb ¥ un
potencial de repulsidn conocido como el potencial de repulsicin de Born

, LaSE A b
Via(r) = R 2

a2
12
—

donde 1z es la distancia de separacion de los dtomes ¥ no= 10, El minimo de
la curva Vi2(r) Y= + (figura 2.2) representa la separacidn inter nuclear estable
para la molécuala que se da gracias al enlace idnico. Este tipo de enlace tam-
bign permite formar sdlidos & partir de pares de iones moleculares alternados
regularmente.

Los iones son atraldos electrostébi camente entre elles y el arreglo tridimen-
sional que forman no colapsa gracias ala repulsidn de Born entre ellos, sl supo-
nermos que los jones son esferas rigidas podemeos aswmir que entre cada par de
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Figura 2. 2. Energia pobencial para un par de iones en funcidn de la separacidn
inter nuclear. Tomado de [25]

iones (1, j) existe un potencial de la forma

@ + 2 (23)

P

Vis{r) =
£ i
donde £}; e= la carga de i-esimo idn, b una constante ¥ v;; la distancia que separa
& centro del idn 4 del j.
Muchas propiedades de los maberiales == pueden calcular a partir de este
potencial [25].

Enlace covalente

Este tipo de enlace se da cuando dos dhomos adyacentes comparten electrones
de valencia (electrones de drbitas externas que toman parte en los enlaces). EL
compartir electrones hace que los dbomos se acerquen v formen un enlace entre
dlos.

Enlace metilico

Esel enlace que le dalas caracteristicas principales a los elementos lamados
metales. Esbe tipo de enlace permite el desarrollo de estructuras eficientemente
formadas que estén relacionadas con energias cobesivas altas ¥ una alba movi-
lidad de los electrones {conductividad eléctrica). La mayoria de las estructuras
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tal AR e

Figura 2.3 Estructuras crisbalinas més importantes en metales. (&) bee. (b) fee.
{e) hep.

atdmicas de log metales =2 pueden describir en ténminos de tres estructuras
simples (ver figura 2.3}

n foo (face centered closest packed)
» hep (heragonal closest packed)
» bee (body centered cubic)

Este enlace permite un empaquetamiento cercano de los dbomos que forman
el cristal ¥ por lo tanto cada dbomo tiene un nilmero grande de verinos cer-
canos (nimero de coordinacién). Las estructuras hep y foo tienen nimero de
coordinacidn 12 ¥ la bee 8.

La otra caracteristica de este enlace esla alta conductividad térmica ¥ eléctri-
ca que provee. Esto es consecuencia de la gran cantidad de electrones que se
pueden mover casi librermente por todo el material bajo la accidn de potenciales
eléctricos o gradientes de temperatura externos.

Enlace secundarios

Los enlaces secundarics o fuerszas entre meoléculas son responsables de la
formeacidn de un grupo grande de sdlidos Namados sdlidos molecalares. Estas
fuerzas fueron describas, originalmente, por van der Walls para explicar la, con-
densacidn de gases moleculares a liquidos. La magnitud de estos acoplamientos
es reativamente débil ¥ por eso se llaman enlaces secundarios. De hecho estos
enlaces se originan debido a distintas inberacciones come: interacciones dipola-
res permanentes, fuerzas dipolares inducidas ¥ fuerzas de dispersidn. Aunque
sus magnitudes son relativamente débiles, en muchos casos estas inberacciones
gon craciales & la hora de definir 1a esbahilidad de alguncs sdlides. Por ejemplo
contribuyen a la condensacidn de gases nobles, la distancia de equilibrio en los
cristales idnices ¥ a la esbabilidad de muchos sdlidos (inclnyendo proteinas).
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Figura 2.1: Plano de red. Los vechores @, £ ¥y ¥; son traslaciones.

2.1.3. Cristales

Muchos materiales, ¥ los metales en particular, son sdlidos cristalinos. En
esta seccidn introducimos los aspectce geométricos de los crisbales perfectos:
red, celda unidad, base y parimetro de red. Describimos ademés cuatro tipos
de esbructuras cristalinas ¥ explicamos las convenciones atilizadas pars describir
plancs ¥ direcciones en cristales: (ndices de Miller ¥ de direccian.

La caracteristica principal de los sdlidos cristalines es el orden amiento alta-
mente periddico de los abomos o maoléculas que los conforman ; estos orden am ien-
tos persisten, en las tres dimensiones, a lo largo de distancias mucho mayores
que las distancias entre los constitnyentes del cristal FEsba pericdicidad afects
la mayoria de las propiedades de los cristales ¥ por Lo tanto es importante poder
describirla de una forma coanbitativae que recoja efectivamente las relaciones
signifi cakivas.

Periodicidad ¥ redes

Unared es una coleccidn de puntos en un arreglo periddico. Un plano de red
ge define por dos traslaciones no colineales ¥ une red espacial por tres traslacio-
nes no coplanares. La lines que une dos punbos, cualquiera, de una red es una
traslacidn, como == indica en la figura 2.4, Las traslaciones son vectores. Para
un plano de red coalquier par de vectores traslacidn con el mismo origen definen
una celda unidad. La celda unidad recibe este nombre ya que la red complets
ge puede generar repitiendola como unidad basica, ubilizando las traslaciones
que sirven como bordes de la cedda. La cdda unidad se considera primaria si
todos los puub::us de red que la conforman son w‘ertu:as En la figura 2.4 la celda
formada por @, Bes primaria, la formada por fl, f no. El criterio que se ukiliza
para escoger una celda unidad es que ésta debe representar, de la mejor forma,
la simetria de la red.

En el caso tridimensional podemnos considerar tres vectores fundamentales
de traslacidn: &, b v ©. 8i la posicidn de uno de los puntos de red estd dado por



18 CAPITULG 2 FUNDAMENTOS FISICOS

. o __/.-' 1
i j ; !
i § H
/ ! f i
¢ g" ! i
i / f
! IB'_..:T LR i .-;
: : ¥ i ’ ;
i W ! *"‘{f'
i - e L
; ) LT 7 i /‘_.f
:_f; ;" f’.‘-_z
- i

Figura 2.5: Celda unidad.

¥, enbon ces cualquier otro punto sobre la red e puede escribir como
=7+ T

con T = m @ + mab + ngly ny,na, iy = 0,21, £2, .. 8 todo punto de la red
es trasladade de acuerdo con T la estructura es perfecta En la fipura 2.5 ze
muestra una celda unidad, los vechores I, E::.r 2 == laman vectores de red ¥
a, b, oo, ¥ son parametros de red. Podemeos considersr una red como una
construceidn con celdas unidad.

Una estrocbura cristaline se forma por la adicidn de una base a cada punto
dela red. Por base = quiere decir un ensamplaje de dbomos de una red que tiene
la misma compeosicidn, orientacidn ¥ arregls que loz demds dtomos de la red.

La simetria de un cristal se define en términos de las operaciones simétricas
que transforman el cristal en si mismo. Cuando algin tipo de operacidn eome
ratacidn lleva a un cuerpo a una superposicion exacta con el originel == dice que
el cuerpn posee este elamento de simetria

Exizsten 11 redes distintas en tres dimensiones, conocidas como las redes de
Bravais Lasz celdas unidad convencionales para estas redes estén en la fipgara
2.6. Laz 11 redes estin agrupadas en siete sistermas cristalines como =2 ve en el
coadro 2.2,

De las 11 estructuras cristalinas sdlo tres aon de interés para el estudio pro-
puesto: Cibica cuerpo centrada (bee), Cibica cara centrada (foe) ¥ Hexagonal
empaquetamiento-cercano (hep).

Cristal ciibico cuerpo centrado

La estructura bee (body cendered cubic] se muestra en la figura 2.7. Esba no
es una celda unidad primaria ya que hay dos abomeos contenidos dentro de esta
{el dbomo en el centro del cubo ¥ un octavo de cada uno de los ocho dtomos de
las esquinas). Para describir la posicidn de un punto sobre la celda, relativa al
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Figura 2.6: Las 11 redes de Bravais. Yer coadro 2.2 pars sus definiciones. Tomada

de [28].
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20
# en Sistemna
Fig. 28 Nambre de Red Ejes Angulos cristaling
1 Triclinica atbtec w£xTFEny Triclinico
2 Moncoclinica. simple a#b#c¢ o=F=3% Monoclinico
ot}
3 Meonoclinica
base centrada
1 Ortorrémbicasimple a#b#£c ao=F=5 Orhorrdmbico
=3
) Ortorrémbica
base centrada
L] Ortorrémbica
cara centrada
7 Ortorrémbica
cuerpo centrada
[ Hexagonal a=bz#*ec o=F=%  Hexagonal
iz
T=F
L Rombohedral a=b=r ow=F=x Trigonal
E ix
pal TS
10 Tetragonal simple a=b#c aow=F=x Tetragonal
=%
11 Tetragonal
cuerpo centrada
12 Cibica simple a=hb=c w=F=x Cialbioo
=3
13 Cibica cuerpo
centrada
14 Cibica cara centrada

Cuadro 2.2 Caracteristicas de las redes de Bravais
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Figura 2.7: Celda unidad para uns estruckurs bee.

origen de ésta, se utilizan coordenadas de red. La posicidn se mide en unidades
de o en la direccidn de 3, unidades de b en la direccidn de £ y unidades de c en
la direccidn de @ Por lo tanto la posicidn del dbomo central es %%% El hierra
tiene esta estructura a temperatura ambiente.

Cristal eibico cara centrada

Lacelda unidad delaestrocturafee | fare centersd- cubic) esbd compuesta por
una celda cdbica con un abomeo en el centro de cada una de las seis caras, Hsba
celda contiene cuabro dbomeos (un octavo de cada ocho dbomos en los vértices
mas medio dtomo en cada una de las seis caras). Los abomos estin sifuados en
las coordenadas:

0

-
2]
2]
=
2]
=
2]
2]
2]
—
-
=
]
2]
2]
2]
[

000, 100, 010, 001, 110,101, 011, 111,

Cristal hexagonal con empagqueta miento cercano

La celda unidad hep (heragonal closel-packed) estd formada a partir de la
red hexagonal simple (figura 2 6#8) con una base de dos dtomos, 000 y 33
Esta estructura estd ilustrada en la fijgura 2.8

2.1.4. Direcciones cristalogridficas ¥ planos

Una direccion cristalografica en un cristal esta determinada por el vector
ul + ub +ud, donde u, ¥ ¥ w son nimeros enteros. Dado que los vectores &, b
v € ya han sido determinados en la escogencia de la celda unidad solamente es
necesario especificar la tripleta de nimeros ordenados [uvu]. Por ejemplo, =i la
celda es cdbica simple ¥ la direccidn va del origen por la diagonal hacia valores
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Figura 2.8: Estructura hep.

positivos de &, & ¥ © podemos especificar esta direccidn con [111]. Toda linea
paralela a ésta también tiene direccidn [111]

Fara especificar una direccidn negativa se utiliza una barra encima del ndme-
ro correspondiente, ejermnplo: [113]. La notacién {111} indica todes las direcciones
que van del origen a lo largo de una de las disgonales de la celda

{1114 = {[111],[I11], [111], [111], [I11], 31T, [119), [I11]}

Un plano que pasa por un punto de red se lama planc cristalografico. Cada
plano de esbos tiene un ndmero infinito de plancs que son paralelos a él, por
simplicidad se utilizan tres enteros { Ak}, lamados indices de Miller, para definir
la orientaridn de un plano de estos. La formea para encontrar los (ndices de biller
para un plano cualquiera es la signiente {ver figura, 2.9):

1. Determinar los inter ceptos dd plano en los tres ejes del cristal en unidades
dea, by c.

2. Tomar los reciprocos de tales nimeros.
3. Remover fracriones.

Los interceptos en el caso de la figura 2.9 son 2, 3 ¥ 1 para &, by @ respec-
tivamente. Sus reciprocos son %, % ¥ 1 Si eliminameos las fracciones obtenemos
los indices de Miller: (326). Un conjunto de indices de Miller (ki) no especifica
solamente un plano, sino todos los planos paralelos a &l

8l un pleno tiene un intercepto negativo se utiliza, también, la convencidn
de la barra encima de la direccidn negabiva. La nobacion {&ht] indica todos los
planos equivalentes en un cristal Por ejenplo {100} estd dandonos, para un
cristal cibico, todas la caras del cubo. Los indices de Miller de algunos plancos
impeortantes en estructuras cibicas se muestran en la figura 2.10.
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Figura 2.% Interceptos entre el plano de dtomeos ¥ los tres ejes de la celda. =8l
se muestran unos pocos dtomes. Tomado de [25]

clil:

Figura 2.10: Planos imporbantes de un cristal cibico ¥ sus indices de Miller.
Tomado de [25).
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Figura 2.11: Sistermna hexagonal

En cristales hexaponales podemos escoger una celda unidad definida por las
lineas gruesas de la figura 2,11, pero en general es més cdmodo ubilizar la celda
definida por los vecbores @, dz:, ds ¥ © Iote que en este caso tres de los ejes
del cristal estdn en la base de un hexdgono (plano basal). Los interceptos de un
plano cristalografico con estos cuatro ejes lleva a cuabro indices, (Akil), lamadeos
de Miller-Bravais. 8i los indices de Miller son ( hk!) para algin plann, entonces
los (ndices de Miller-Bravais para estos planos son (Akdl), con i = —(h + k).

2.1.5. Empaquetamiento en cristales

Como hemes visto los dbomos se pueden aproximar como esferas sdlidas ¥
podemos considerar que los cristales estdn formados por bales cuerpos. Una
de las formas mis importantes de empaquetamiento involuoa una estructura
de empaquetaumiento cercano de capas de esferas; algunas estrocturas crisbalin as
impeortantes come la fec ¥ la hep se pueden canstruir al apilar tales capasen una
secuencia especifica de apilamiento. Otro concepto imporbante que definimos en
esta seccidn es el de vacio (espacio entre esferas rigidas). Estos vacios pueden
ser ocupados por abomos pequenos ¥ por o tanto se pueden diluir impurezas
ibersitialmente en sdlidos cristalinos. Tumbién discubimos otros tipo de solucio-
nes solidas como las substitucionales. El empaquetamiento es consecuencia de
las restricciones que se deben imponer sobre la red cristaling dependiendo del
maberial que seeste teniendo en coenta Por ejemplo en los solidos idnicos es im-
portante mantener la neotralidad eléctrica en cada celda unidad ¥ minimizar 1a
repulsidn idn-idn; la naturalezs albamente direccional del enlace covalente fam-
bién es una condicidn importante. Curicsamente ninguno de estos fendmencs es
redevante en los metales pero es en estos donde el concepto de empagquetamiento
da mejores resultados.

El empaquetamiento cercano es la forma de ordenar esferas (dbomos) de
forme tal que el espacio disponible se lene de la forme més eficiente, esto se
logra cuando cada esfers estd en conbacko con un nimero maximo de esferas. En
une capa de empaquetamiento cercanc cada esfers estd en conbacto on otras
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Figura 2.12: Ezquema de empaquetamientn cercano de un sdlido. En la figura
se muestra la capa A

seis (vecinos cercanos) ¥ en un solido se tienen 12 de estos vecines.

La figura 2.12 ilustra cdimo se apilan las capas: consideremos la capa de
esferas A fijas de la figura, la segunda capa empaquetada cercanamente reposa
encima de esta (puede ser la capa B o la C, supongamos B), los dtomes de la
capa B estin pusstos sobre los valles que forman la capa A; encima de la capa
E puede haber una capa C u otra capa A Cuando se encuentra un patrdn de
apilamiento se le denomina secuencia de apilamientao.

Para el caso de una estructura licp se tiene una secuencia de dos capas AB
oomo se muestra en la figura 2.13(a), la secuencia ABC de la misma grifica
corresponde & la esbructbura cristaling foe. El plano més cercanamente empa-
cado para la estructura hep es el plano basal (el (0001)); para la fee tenemos
cualquiera de los planos octahedrales {1113,

Vacios

Aunque existe la posibilidad de tener una gran variedad de empagquetamien-
tos eercance la mayoria de las estructuras elementales que complen empagueta-
miento cercano en la naturaleze son foo o hep. Existen dos tipos de vacios que
ocurren en estruchburas con empaquetamiento cercanc: sl el vacio esbd rodeado
por cuatro esferas se le conoce commo un vacio tetragdrico, sl estd rodeado por seis
esferas tenermos un vacio octagdrico. Los dos tipos de vacios se pueden observar
en la figura 2.11

El nimerc de esferas que rodean al vacio se lama nimero de coordinacion
del vacio ¥ el espacio ocupado por porciones de esfera que bocan el vaciose lama
poliedro de coordinacidn. También es importante salber 1a posicidn de los vacios
con respecto a la celda convencional. En el caso de una celda cibica fec {vacio
tetragédrico) el vacio estd localizado en 1 11 (centro de la subcelda cibica), dado
que hay ocho subeddas por celda bhay ocho vacios tetraedricos por celda o dos
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Figura 2.13: Sdlides {a) hep ¥ (b) fee con su estructura de empagquetamiento
cercano. Tomado de [25].
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Figura 2.11: Vacios que se presentan en empaquetamiento cercano. (a) ¥ (c)
Vacio tetragdrico, (b} ¥ (d) vacio ockaédrico,

por abomo.

El arden de la secuencia de apilamiento no cambia la razdn de vaclos por
dbomo. Una propiedad importante es la razdn de radios, definida comeo la razdn
entre & radic + de la esfera que cabe en el vacio ¥ los radios & de las esferas que
forman la estructura; esta razon es importante ya que varias estructuras pueden
acomodar abomos pequenos en sus vaclos. Por ejamplo, el hierro es un criskbal
fee a albas tempersturas v puede disolver apreciables cantidades porcentuales
de carbono en sus vacios.

Estnxtiraz de aleaciones simples

Las aleaciones son mezclas de dos o més maberiales, en particular meba-
le=. Lia consecuencia principal de formear una aleacidn es que el nuevo material
presenta novedosas propiedades, estas nuevas caracberisticas estédn intimamente
relacion adas con la estructura cristaling de la aleacidn.

Leos dbomos metélicos pueden reemplazarse log unos a los otros en cristales
de diversas formes. Cuando dbomes de un tipo reemplazan & dbomos de otro tipo
de tamano similar en posiciones equivalentes de la red el resultado es Hamada
une sclucion sflida substitucional Existen gran cantidad de pares de metales
que pueden formar soluciones sdlidas binarias de esta formea

Otro tipo posible de solucidn es la inbersitial que == da cuando los dbomos
del elemento que == diluye en una red se distribayen en los vacios generados
por el empaquetamiento de los dbomos solventes. Un ejemplo importante, que
ge trabard en la seccidn 2.2, de este tipo de aleacidn es la que == da entre el
hierro ¥ el carbono.
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2.1.6. Imperfecciones cristalinas

Los cristales nuncs son perfectos (de la forma como se han descrito en la
geccidn 2.1.3), siempre existen defectns en el empaquetamientn. Estos defectos
ge pueden describir geométricamente comeo imperfecciones puntuales, de lines,
planares ¥ espaciales. De todos los tipos de defectos discutiremos extensamente
la dislocacidn, o imperfeccidn de linea, ya que ésta estd involucrada en todo pro-
cesn de deformacidn plastica de stlidos cristalinos. Sin dislocacdones los metales
gerian muy fuertes pero no se podrian moldear.

EBuena parte de las propiedades de los crisbales reales (en particolar pro-
piedades de cohesidn ¥ coeficientes elasticos) =2 puedsn justificar o modelar &
partir de las ideas expuestas en secciones anteriores sobre crisbales perfectos.
Sih embargo existen otras propiedades que no se ajustan a tales predicciones,
esto indica que los cristales reales difieren en alguna manera importante de los
cristales ideales. Estas diferencias se le atribuyen a las imperfecciones que se
originan en las desviaciones que se dan en las estructuras reales de las idesliza-
dag. Aunque la palabra imperfeccidn nos hace pensar en resultados no dessados
es importante anotar que éstas pueden ser responsables de la mejora de ciertas
propiedades de algin metal en particalar.

Defextoz prmtuales

Los defectos puntusales ze clasifican dependiendo de si la estructurs cristaling
del sdlido es idnica o no. Haremos una descripoidn del caso no idnico.

El defecto puntual més comin se da cuando un ndmero sighificative de po-
giciones de la red cristalins estédn varantes, estos defectos se conocen como fal-
tantes ¥ requieren de una cantidad de energia minims para darse, esta energia
es caracteristica individual de cada =dlido pero == puede encontrar utilizando
principics termodindmices o de mecénica esbadistica Otro tipo de defectos es
el defecto intersitial que se da cuando un dbomeo de la red no estd en su posicidn
esperada sino metido entre otros dos. La energia de formacion es considerable-
mente méis grande que la de un faltante. Un defecto de Frenkel es, basicamente,
una combinacidn de los dos defectos anteriores: se remueve un atomo de su sitio
en la red ¥ se coloca en un sitio intersitial. Un coarto tipo de defecto se encuen-
tra en solides metilicos, idnicos o covalentes cuando en la red hay un dtomeo que
no corresponde al cristal puro; este dbomo se conoce como una impareza. Lias
impurezas pueden distorsionar s red apreciablemente aun a varics abomeos de
distancia de la varancia donde se encuentra.

Una de las propiedades més importantes de los lones intersitiales ¥ las va-
cancias es que pueden migrar por el cristal con facilidad si se les asiste con
alguna fluckuacidn térmice, este fendimens =e conoce como difusidn de materia
en stlidos.

Defectos de linea

Las dislocaciones son defectos de linea en cristales. Hay dos tipos de dislo-
caciones: de borde v de tornillo.
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Figura 2.15: Descripridn de una dislocacdn de berde en ténminos del vector de
Burges. (&) Un vector de Burges en un material libre de dislocaciones. (b} El
misimo vector de Burges pasando por una dislocacidn de unidad de wvector de
Burges L
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Figura 2.16: (a) Crisbal perfecto. (b) Cristal con dislocacidn, la parte superior del
crisbal tiene un plano extra de dhomos por encima de la linea. de dislocacidn. (c)
La dislocacidn se ha desplazado hacia la izquierda fuera del cristal el resoltado
es un cristal permanentermente deformade.

La figura 2.15 muestra un ejemplo de dislocacidn de borde para el caso de
un cristal cdbico simple. El simbolo 1 indica la linea de dislocacidn. Cerca de
la dislocacidn el arreglo atdmico se ve afectado pero lejos de ésta la estructura
cristaling, vuelve a ser normal, aunque los abomos se desplazan un poco de sa
posicidn original. Una linea de dislocacidn se describe por su direccidn {vector
unitario paralslo a esta) ¥ su vector de Burges, g, que se define como el vector
faltante para poder completar an circuibo cerrado en una estructura cristaling
{ver figura 2.1B), =i B es perpendicular & la linea de dislocacién tenemaos una
dislocacidn de borde. Las dislocaciones se pueden entender como un plano extra
de atomeos que == inserta en la red.

Una propiedad importante de las dislocacicnes es que ésbas se pueden despla-
zar bajo la accidn de esfuerzes aplicados. El movimiento de las dislocaciones es
un fendmeno importante va que es d mecanismo por el cual ocurre la deforma-
cign plistica de un maberial Fste fendmeno se puede ver ilustrado en la figura
2.16. La creacitin de dislocaciones por desplazamiento (figura 2.16(b)) requiere
mas energia que el desplazamiento de éstas una vez se han formado. Cuando los
metales se deforman plasticamente las dislocaciones tienden a mulbiplicarse.

Otro tipo de dislocaciones que juegan un papel imporbante en la deformacicn
plastica v & crecimiento de cristales ordinarios son las dislocaciones de tornillo
que se caracterizan por tener un vector de Burges paralelo & la linea de dislo-
cacidn. Un ejemplo == puede apreciar en la figura 217 en 1o que la linea 50
es paralels a la linea de dislocacidn. Los planos del cristal perpendiculares a la
linea de dislocacidn forman una ramps en espiral. La dislocacion de tornillo es
tan imporbante en la deformacidn plastica de los mebales como la de borde.

Defexctos planares

Las superficies son las fronteras que se forman cuando el cristal se origina,
la estrucbura v movilidad de estas fronteras influyen profundamente en varias
propiedades del cristal. Lin superficie externa del cristal es un defecto importan-
te tanto en composicidn como en estractura, de igual maners existe un nimero
apreciable de defectos planares asociados con el inberior del cristal como fron-
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a1

Figura 2.17: Vector de Burges para una dislocacidn de tornillo en una red edbica

simple.

teras de grano ¥ fallas en el apilamiento. Los cinco tipos de defertos planares

mas importantes esbin enunciados en el cuadro 2.3 junto con la caracteristica

que acoimpaia los cristales adyacentes (cristalografia).

2.2.  Aleaciones hierro-carbono (Fe-C)

Las aleaciones de hierro son las mas utilizadas acbualimente en la ind ustria,
las més comunes son las de hierro ¥ carbono también conocidas como aceros.
Existen varias razones por las cuales es inberesante esbudiar sistemas de este

tipo:

Tipo de defecto planar

Cristalografia

Frontera gemela coherente

Diferencia en orientacion con restricriones
en simetria

Falla en apilamiento

Diferencia en secuencia de apilamiento de
capas cristalinas

Fronters de grano con
angulo pequedio

Pequenn diferencia de orientacidn entre
dos cristales de la misma fase

Fronters de grano

Desorientacidn significativa entre dos
cristales de ignal faze

Superficie externa

Superficie expuesta & presidn en equilibrio

Cuadro 2.3 Imperfecciones planares.
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1. Los acercs son el grupo de aleaciones mis impeortante usado por la huma-
nidad desde hace 1000 ados.

2. Dado que el hierro es un elemento muy abundante en la corteza terrestre
(4,2 % en peso) los hierros ¥ los aceros constituyen la gran mayoria de las
aleariones que se atilizan,

3. Las formas alotrépicas del hierro permiten la formacidn de una gran va-
riedad de microestructuras, lo que permite obtener mochas propiedades
fisicas diferentes.

1 Aun después de 1000 afos de acwnulacidn de conocimientos empiricos so-
bre estas estructuras no se tienen suficientes elementos para obbtener un
entendimiento bésico de su comportamniento. De hedio éste es el sisterna
de aleacidn més estudiado ¥ el que presenta una mayor cantidad de pro-
blemas sin resolver, en mudhos cascs toca conformarse con descripeiones
cualitativas de la estrucbura ¥ de sus propiedades fisicas,

5. Los cambios de estado sdlido que ocurren en los aceros son similares a los
que ocurren en otros sistermas de aleacidn. El estudio de las transforma-
ciones de fasze del acero permite explicar las de obros metales ¥ ann las de
los sélidos en general.

En este trabajo nos limitaremos & tratar cambics en la estructura de aceros
a temperabura constante. El cambio de temperaturas en una aleacidn de cual-
quier tipo es de swna imporbancia ¥ su estudio permite entender los cambios
estructurales que sufre ésba al intercambiar calor con el medio. Para un traba-
miento detallado sobre el efecto que tiene & cambio de temperaturaen diferentes
materiales ver [26].

Estados alotrdpicas del hierro

El dtomo de hierro estd situado bacia el extremo de la primera serie de
transicidn de la tabla periddica. Su configuracién electrénica es Ardd®1s®; los
elementos vecinos con nimero atdmico mayor (Co, Mi, Cu) cristalizan con es-
tructuras compactas fre o hep. Los elementos con nivmero abémico meneor {Ti,
Y, Cr, Mn) istalizan con estructura bee. El hierro tiene la posibilidad de cris-
talizar con coalquiera de estas dos estructuras: fee o bee.

Hoy en dia se admite que el hierro presents, en estado solido, cuabro estadeos
alotrdpivos identificados con las cuabro primeras letras del alfabeto griego. Entre
1538 ¥ 13 °C cristaliza con estructura bee (fase §); entre 130 ¥ 312 *C can
fee (fase y también conocida como austenita), entre 312 y 770 °C con estructura
bee (fase 3); ¥ por debajo de 770 °C con bee (fase o o ferrita). La fase 3 en
realidad no es un estado alobrdpico sino una fase de transiddn [26] ¥ en varios
textos se trata tambien como fase o Estos cambios de esbado alobrdpicos son
reversibles. En este trabajo traba jaremos a temperatura ambiente ¥ por Lo tanto
partiremes de 1o base que la estrucbura de celda bésica es bee.
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Figura 2.18: Intersitios en laestructurabee del hierro. (a). Instersitio tetraédrico;
{Ib). intersitio octagdrico. Tomado de [26]

Debido alos prandes vacios que present s la face foo p-Fe es el inico polimeorfo
del hierro que puede disclver grandes cantidades de carbono. Por debajo de
los 723 °C (termperatura eutectoide) puede existir el compuesto FexC lamado
cetnentiba cuys estruckurs no estd relacionsada de ona formea simple con las
estrucburas 4-Fe v o-Fe.

2.2.1. Aleaciones de hierro

La adicidn de carbono al hierro es suficiente para former acero, pero este
térming es genérico ¥ cubre un inkerveln encorme de compeosiciones complejas,
en realidad los acercs son aleaciones de hierro-carbono ¥ otros elementos. Hay
tres grupos principales de dementos aleantes: los que forman solociones sdlidas
intersticiales, Ins que las forman sustitucionales ¥ los que son inmiscibles en las
redes cristalinas del hierro.

Aleaciones intersitiales

La figura 2.18 muoestra los intersitios en la estructura cristaling bee. Las
cavidades mas grandes de esta son los huecos tetrasdrales que existen entre
dos abomos de la arista v dos dtomeos cenbrales, los cuales forman un tetraedro
(figura 2.18(a)}, los intersitios que siguen en tamado son lbbs octaedros de las
caras ¥ las aristas <7 001 2=, cuvos abomes vecinos estin en los vértices de un
octaedro aplastado (figura 2.18(b]).

Lo elementos intersitiales en el hierro son: H, C, T ¥ O.

Aleaciones sistitixcionales

Warios elermentos son parcial o completamente solubles comeo elementos sus-
titurionales de la red del hierro, en general los elementos son solubles en los
limites del granc ¥ su grado de solubilidad depende de la temperatura del ma-
terial. Algunos de los elementos sustitucionales son: Be, Al 8i, Pb, Ti, ¥, Cr,
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Mn, Co, IMi, Cu, Zn, Ga, Ge, Az, entre otros,

En general en log aceros siempre hay elementos sustitucionales ¥ por 1o tanto
los intersitios interactian con los sustitucionales, esto se refleja en 1a formacidn
de carburos, nitrures ¥ carbonitrures.

Todoslos dementos que forman solucidn =5lida con el hierro afectan 1a dureza
de la ferrita, pero el efecto de aleantes en la ferrita del acerc es diferente a cansa
de la presencia de carburos ¥ también porque algo de loselementos de la aleacidn
reacciona con otros constibuyentes del acero.

2.2.2. Transformacion Martensitica

La mayoria de las transformaciones de fase en el estado =olido empiezan
con la formacidn de ndcleos de la fase nueva ¥ el crecimiento de estos depende
del movimiento atdmico (acbivado térmicamente). En las reacciones tipicas de
esta clase, una o varias fases nuevas crecen, a expensas de las presxistentes
mediante la migracidn relativamente lenta (dependiente de la temperatura) de la
frontera interfarial Lios cambios de esta clase se conocen como transformaciones
de nucleacidn interabdmicas ¥ son activadas termicamente.

Las transformaciones martensiticas sdlo se dan en estado sdlido v == caracte-
rizan por que la velocidad de crecimiento es mocho mayor que la de nucleacidn
v por ello tienen una dindmica muy diferente. Fstas transformaciones depen den
de los arregles regulares de los dbomeos en los crisbales ¥ dela posibilidad de cam-
biar de un ordenamiento a obro por movimientos atdmicos coordenados. Vale la
pena hacer notar que no hay una definicidn inequivoca dereaccidn martensitica.

Maclado ¥ transfor maciin martensitica

Cuando se aplica un esfuerzo a un cristal, este se puede deformar hete-
rogéneamente por deslizamientos sobre uncs pocos planos o se puede deformar
de modo hamogénen por cizallamientn mediante la formacion de maclas. El ma-
claje reproduce la estructura cristalina inicial pero cambia su crientacidn. En
términos de defectos planares la accidn del maclaje es introducir una frontera
de grano en el material Una transformacidn martensitica confiere al cristal una
estructura cristalografica distinta. Hay grandes similibudes entre los des tipos
de transformacidn, pero también diferencias importantes.

Las caracteristicas del maclado son [26]:

1. La cizalladura == puede visualizar como el producto dd movimiento de
una dislocacién parcial con vector de Burges (176) [113] en cada uno de
log planos sucesivo (111).

12

El cizallamientn stlo incluye dislocaciones parciales ¥ es relativamente
grande, la eskructora cristaling es la misma antes ¥ después del maclado.
Esto s= denomina cizallamiento invariante de red.

3. La deformacion por maclado cambia fuertemente 1a forma de la regidn
cizallada.
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4. El plano invariante que separa la regidn maclada de la matriz es el plano
babitual ¥ tiene estructora atdmica no distorsionada. En general la dis-
tancia interatdmica ¥ los Angules entre las direcciones crisbalograficas en
el plano habitual no cambian con la transformeacicn.

b La matriz que rodea la macla debe deformarse por deslizamiento para
mantener 1a continuidad entrela macla ¥ el resto del grane, 1o que implica
que el traba jo necesario para deformar 1a meacls incluye la energia necesaria,
para deformar la regidn maclada v la matriz adyacente.

6. El origen de este trabajo se debe a esfuerscs aplicados externamente.

Las caracteristicas, més o mencos generales, de las reacciones martensiticas
observadas son [26]:

1 Latransformacidn ocurre por cizallamiento de volimenes discretos de ma-
terial. Se observa muy a menudo que la fase martensitica aparece con una
morfologia de placas definida ¥ distinka dentro de la matriz.

2. La transtormacidn martensitica ocurre sin difusidn en el sentido que no
ge requiere activacidn térmica; es decir la distancia entre los dtomos no
cambia significativamente durante la transformacidn. El movimiento re-
lativo de los Abormes ez muy pequeno ¥y por lo tanto los vecinos cercanos
continian signdoln ¥ el arden de corto alcance de la matriz se conserva

3. Las reacciones martensiticas pueden ocurrir con velocidades muuy eleva-
das (del crden de la welocidad del sonido). Por otra parte la interfaz
martensita-anstenita es altamente deslizante y estd constibuida por un
arregln de dislocaciones. La transicidn puede ser ayudada o inhibida por
tensiones ¥ deformaciones aplicad as.

2.3. Propiedades Mecanicas de los Metales

Los metales se utilizan en ingenieris por gran cantidad de razones pero gene-
ralmente son utilizados como elementos de estructuras. En esta seccidon haremos
una breve descripeidn de las propiedades mecédnicas de los metales en general
El objetivo es entender el comportamiento de estos en diferentes regimenes de
carga. Keta descripeion del material se obtiene haciendo un test tensil donde se
monitores, constanbemente 1a carps necesaria para obbener cierba deformacidn
en el maberial mientras que se carga el maberial con una tensidn especifica &
una rata constante El cbjebo al que se le aplica la tensidn es, generalmente,
una probeta del material que s desea estudiar. El resulbado inmediato de tal
estudio es una curva carga ¥s elongacidn. Para obtener una descripeidn més
general de las caracteristicas del material se normaliza los dabos de esta curva
para la gecmetria especifica de la probeta. El resultado de esta operacidn es
la conocida curva esfuerzo-deformacion (ver Fig. 219 ¥ 2.21). En este tipo de
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Figura 2.1%: Curva esfuerzo deformacicn tipica para un metal Tomado de [27].

graficas el estrés, o (eje vertical), estd definido como

_F
-

donde F es la carga en la muestra v Ao la seccidn de drea transversal original
{medida sin carga en la mitad de la probeta). Las probetas de prueba son di-
sefiadas de forma que la seceidn transversal en e centro de esta, es uniforme ¥
un poco mas delgada que en los extremos donde hay contacto con la méaquina
universal Esta regidn delgada, denominada la regidn de calibre (gage length),
experimenta la mayor concentracidn de carga lo que localiza cualquier defor-
macidn significabiva. La deformaridn unitaria, ¢ (eje horizontal en las graficas
esfuerzo-deformacidn ), estd definida comeo

o (2.4}

t—tg Al
f=——o = (2.5
lo lo

con f la longitud de la regidn de calibre & nna cargs determinads ¥ {g cuanda
no hay carga actnando sobre la muoestra.

De este tipo de pruebas se pueden obtener cinco propiedades bésicas de
metales (ver Fig. 2.20 para las correspondencias numeéricas):

1. Modulo de elasticidad: pendiente de la curva en la regidn eldstica (li-
neal), en esta regidn el maberial se camporta de forma equivalente a un
oscilador que obedezca laley de Hoolk [27]. Representala rigidez del metal.

2. Resistencia a cedencia: es el corte de la grafica con una linea recta
paralela a la de la regidn eldstica con un corrimiento del 0.2 % en el eje
de la deformacidn. Esta cantidad representa el esfuerzo necesario para
provocar una deformacion permanente del 0.2 %,
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Figura 2.20: Propiedades mecanicas daves encontradas con una curva esfuerza
Vs. deformacidn {no estd a escala). Tomado de [28).

3. Resizstencia tensil: & esfuerso méaximo que soporta la moestra, es el
punto maxime de la curva

1 Duectilidad: cantidad frecuentermente cuantificada como el porcentaje de
elongacidn en el punto de fracbura (efraqnre % 100). Es una indicacidn
general de la capacidad del material pars deformarse plasti camente.

b Resistencia: describe la combinacidn de dos propiedades: ductilidad ¥y
carga maxima que soporta Estd definido como el drea bajo toda la curmva
esfuerzo Ve, deformacicn.

Entre la regidn de la resistencia a la cedencia y la resistencia tensil 1a defor-
macion plastica estd generando dislocaciones en el material El auwmento en la
densidad de las dislocaciones dificulta anmentar la defonmacidn plastica de éske.
Este fendmeno se conoce comeo endurecimiento por deformacion.

Fuede parecer, por la griafica, que al superar la resisbencia tensil el efecto
de conbinuar la deformacidn plastica sea ablan dar el material dado que el valor
del estrés empieza & redacirse. Realmente esta caldea en el valor del estrés se
debe al hedio de que esta cantidad ¥ la deformacidn estén definidas relativas
a las dimensiones criginales de la muestra. Cuando el mabterial llega al panto
de resistencia tensil experimenta un “encuellamiento” (recking) en la zona de
calibre.
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Figura 2 21 Curva esfuerzo deformacidn tipica de aceros con bajo contenido de
carbdn. Tomado de [27).

2.3.1. Aspectos del Flujo Plastico Continuo. Encuella-
miento

Al final de la curva esfuerza defcrmacidn de la fignra 220 se observa un
evento lamado “encudlamiento™ . El encudlamiento es el nombre que se le da a
la inestabilidad plistica de los metales, esto quiere decir que el flujo se localiza
en una seccidn del espécimen, comeo se muestra en la figura 2,22, ¥ =i =2 conbinda
cargando el material se fracturard en la seccidn més delgada.

&l aplicaumeos una fuerza F en los extremos del espécimen de la figura 2.22
cualquier seccidn delbe soportar esta carga. La pregunta es si bodas las secciones
gon capaces de hacerlo. Supongameos que una de las secciones se deforma un
poco mas que las demés, camo lo muestra la figura Su seccidn transversal es
mencr ¥ por lo tanto el esfuerzo que soporta es majyor que el que soportan las
demas secciones. 8i la fuerza de cedenca del material es mayor que la carga
aplicada, la seccidn podra soportar la carge &, pero si este no es el cazo el flujo
pléstico se localizard en esta regidn (el cuello) ¥ el espéeimen se fracburard en
esta regicn. Este fendimeno se da en el maximeo de la curva esfuerso-deformacian
[29].

En peneral el acero medio puede deformearse bastante antes que empiece a
presentar encoellamiento, el aluminio presents inestabilidades de este tipo con
poca deformacidn ¥ el acero con bajo contenido de carbone, en ciertas ocasiones,
puede presentar an encuellamiento estable, conocido como banda de Lider, que
seformay se propaga sin causar fractura [29]. El encudlamiento, para aceros con
bajo conbenido de carbono, se puede cbservar en la figura 2.21; el encuellamiento
estable coincide con punto superior de cedencia mientras que el inestable lo hace
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Alca secoional + + Alca secoional
+ + o+do

Figura 2.22: Formacidn de un cuells en nona barra de material que se estd defor-
mando plésti camente.
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con & méximo dela corva (ver también figura 2.20).

2.4. Teoria de la elasticidad

En esta seccidn introducimes los conceptos principales del cdleulo de varia-
ciones ¥ desarrollamos alpunos ejenples importantes de esta rama de la ma-
temmatica El calculo variacional ha sido una herramients muy importante en
el modelaje de sistermas fisicos ¥a que penmite enunciar princpios fundamenta-
les como el principio de Hamilton o de minima accidn, Ademéds de exponer los
principics de esta rama de las matematicas dameos una respuesta parcial a la
giguiente pregunta; en qué caso existen minimizadores para un probleima varia-
cional? Esta pregunta hoy en dia no tiene una respuesta total ¥ por lo tanto
eg de gran interés La respuesta parcial al cuestionamiento nos dice que si el
funcional que se desea minimizar no es convexo no hay certeza =obre la existen-
cia de minimizadores. Dada esta situacidn proponemos un método alternative
para encontrar soluciones a problemas no convexos lamado el método de las
relajaciones semidefinidas.

Una vez descrito el formalisme del caleuln variacionsal pasamos a plantear
un problema de este tipo para una barra eldstica en una maquing aniversal. Lios
capitulos signientes de este trabajo estén centrados alrededor de este plantes-
miento variacional para un problemes particular de elasticidad.

2.41. Calculo variacional

El cilculo de variaciones es una rama de la matematica que tiene una apli-
cacidn clave en la fisica clasica ¥ moderna El problema que trata el calculo
variacional seexpresa, comnmente, de la signiente maners: determinar las fun-
ciones y{ ) tales que la integral

7= [ @) i (2.6)

sea un extremo (es decir, tome un valor méximeo o minimo). Es camiin que
ademis se presenten algin tipo de restricciones sobre las posibles soluciones.
En la ecuaddn(2.6) y'lr) = Dylr) = 8y, /fr; es el gradiente de la funddn ¢(r)
v el punto ¥ comea adenbro de f separa las variables independientes r de las
dependientes ¢(r) ¥ su gradiente y'(z). El funcional f se supone conocido al
igual que la regidn £ donde == leva a cabo la integracidn. La idea basica es
variar las funciones y{r) hasta que se encuentre un valor extremo de J; para
la mayoria de los casos se busca que y{r) retorne el valor minime. Esto quiere
dedr que si una funcidn especifica g* = y{r) genera un valor extremo de J
entonces cualquier funcidn vecing hard que el valor de éste cambie en el senkido
no deseado (awnente si se estd buscando un minimeo o disminuya en el caso
contrario).
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Cominmente el problema expresado en la ecuacicn (2.6) se traba por medio
de las ecuaciones de Euler-Lagran ge

(27)

esta ecuacion es una condicidn necesaria para que J sea un valor extremo [30].

Resolver & problema expresadoen (2 6) via las ecuaciones de Euler-Lagrange
es el caming que se ha seguido desde el principio del cdleulo de variaciones y
sigue siendo un método ampliamente utilizado hoy en dia. Algunos ejemplos de
problemas resueltos via este procedimiento son:

1. El problema de la braquisirocrona, resuelbo por primers vez por Johann
Bernoulli {1667-1718)en 1636, Este problems se plantes cudl es el caming
tmés corbo, que sigue una particula bajo la accidn de un campo gravitacio-
nal, entre dos puntos fijos.

2. Buperficie minima de revolucidn generads por una linea que conecta dos
puntes fijos, cuya solucidn es una catenaria. Problema resuelbo en 1361,
ndependientermente, por Huygens v Johan Bernoulli. El mébado ukilizado
por Huygens para resolverls es de naturalezs pecmétrica mientras que J.
Bernoulli ubilizd el cdleulo de variaciones.

3. Encontrar el camino més corto entre dos puntos de una superficie cual-
quiera, la solucidn es conocida come la linea geods sica.

4. Varios problemas de mecanica cléasica, entre otros.

Es= importante recalcar que el método de las ecuaciones de Eoler-Lagrange
{ecuacidni?. 7)) es el mas conocido e importante procedimiento para tratar pro-
blemas del cdlculo variacional

El caleulo variacional se conecta con la fisica, tanto clésica como moderna,
por medio del Principio de Hamnilton, las ecuaciones de movimiento que resultan
de aplicar tal principio se denominan corminmente las ecuaciones de Lagrange.

El principio de Hamilton no estd restringido ala dindmica de parbiculas ¥
de hecho se aplica a una gran variedad de fendmenos fisicos (en particular todo
aquel que se relaciona con algin tipo de campo). Este principio ha permitido la
unificacidn de teorias individuales, que == habian obtenido via experimentacicn
{leyes de Newbon, Maxwell entre otras), bajo un postulado inico. Es uno de los
principios mas degantes v amplios de la fisica.

En términcs del cdlculo de variaciones el principio de Hamilton se puede

Y presar Cormg
=)

sl T-uvydt=a0

t1

1

(2.8)

donde 4 indica una variacidn dela integral, T = T{dr/ dt) es la energia cinética
del sisbermna bajo estudio ¥ ¥ = Uz} su energia potencial Es comuin, mas no
obligaborio, asociar la variable ¢ con el tiempo ¥y r = () como la posicidn
del sistermna que se estd tratando. La funcidn L = T — U = Lir, dr/dt,t) ==
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conoce como el Lagrangiang del sistema v es equivalente a la funcidn § de la
ecuacidn(2.6). § = f:: Lz, dr/dt) df, bajo ests formulacidn, se denomina la
RCCIGH.

En palabras el principio de Hamilbon se puede formualar de la siguiente mane-
ra Todo sistema fisico licnde a hacer que sw accidn sea un € x2remo. En general
ge encuentra que el extremeo encontrado coincide con la accidn minima dd sis-
tema.

Las ecuaciones de Lagrange que se derivan de (2.8) son equivalentes a las
ecuacidn(2.7):

==L = (2.9)

con ' = dr/dt. Estas ecuaciones son fundamentales para el estudio de la fisica
clasica [30, 31, 32] ¥ su importancia es comparable a la del principio de Hamil-
ton. Un problema en particular que se puede tratar via un principio variacional
equivalente al de Hamilton es € de la elasticidad en materiales [1, 5]. En es
te trabajo ntilizarermes uon principio variacionsl sobre un balance de energias
adecuado pars conocer la distribucidn energética de las microestructuras que se
presentan en aceros con bajo contenido de carbono cuando son sometidos a de-
formaciones que los llevan a mostrar el fendmeno cono ddo como endurecimienta
por deformacidn.

2.4.2. Problemas=s Variacionales No Convexos en
Elasticidad

Una pregunta que hasta ahors no hemos abhordado ¥ a la cusd no se le
buscd respuesta hasts el siglo pasado es: ) cudles son las caracteristicas que debe
tener f[y{x),y'(x); ] en (2.6) para que existan minimizadores para J7 En ctras
palabras | qué tipo de funciones y{r) aseguran la existencia de minimizadores
parael funconal J7 La respuests o este problema es todavia materia de estudio,
pero un resultado importante es 1a necesidad de que J sea débilmente inferior-
mente sernicontinuo en un espacio de funcdones apropiadas [33]. Determinar las
condiciones bajo las cuales tal condicidn se cumple no es farcil; recientemente ze
ha determinado que un requisito parala semicontinoidad débil inferior de J esla
convexidad del inbegrando f en la variable y*(r) [34]. Si f no es convexo en y'{x)
la existencia de minimizadores para J no se puede garantizar ¥ las ecoaciones
de Euler Lagrange no son un metodo efective para buscarlo. En estos casos se
debe recuarrir a otro tipo de mébodeos alternos comeo relajacidn, problemas gene-
ralizades y medidas de Young [6, 35, Se hizo una exposicidn detenida de estos
termas en el Capitolo 1.

Una funcidn gir) es convexa en r si cumple la desigualdad de Jensen

glha + {1 — XIb) < Ag{a) 4+ (1 — M)g(b), wr €[0,1]. (2.10)

En ra=o contraric se denamina no convexa Lios problemas variacionales no con-
vexos aparecen con bastante frecuencia en teorias de dasticidad. Como ejem-
plo de tal oecurrencia explicaremos mas adelante el problema de Bolza [2], que
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estd relacionado direckamente con la teoria de barras eldsticas unidimensionales.
Esta teoria == desarrollard en la seccidn 3.2

Una forma inkuitiva deentender la no convexidad de una funcidn a parkir de
la definicidn (2.10) es notando que una funcidn que presente dos o més minimos
locales no puede ser convexa. Teniendo en cuents esta propiedad es facil ver
que un pobencial de deformacidn que caracterice un maberial con dos o més
configuraciones de red distinkas no puede ser convexo ya que este debe tener un
minimeo local por configuracidn. En el caso de un maberial que pueda existir,
por ejemplo, en una configuracidn de red bec o foo a la misma temperatura,
v la proporeidn de estos dependa de condiciones externss, s= deben observar
en su pobencial de deformacidn al mencs dos minimeos locales; cada uno de
estos minimes correspondera s una de estas posibles estructuras. La proporcidn
que se observe de estas estructuras de red en el material es dencminada la
microestructura.

Definimos 1a microestructura de un maberial como un arreglo coalquiera
que esté entre una escala macroscdpice (en la que normalmente podemos hacer
medidones) ¥ una escala atdmica. Tales estructuras son abun dantes en la nati-
ralezg, entre ellas se encuentran mudias estructuras bicldgicas, el ordenamiento
complejo de fisuras, grietas, vacios e inclusiones en rocas, materiales artificiales
reforzados ¥ mezclas finas de fases en transiciones de fase de tipo sdlido-=s5lido
para mencionar unos pocos ejemplos. La microestructura influencia de maners
crucial el comportamiento macroscdpico del material o sisterma ¥ es, en general,
escogida (o generada) para optimizar alguna ceracteristica particular bajo cier-
tas condiciones (méxima resistencia bajo algdin tipo de carga, minima energia,
maxima entropia, ebe ). Es importante tener en cuenta que una microestro cbura
observada corresponde a una configuracidn particular que minimizs, o tiende &
minimizar de la mejor manera, la energis eldstica del material [5].

El cbjetivo final de nuestro estudio es caleular las microestructuras que se
presentan en modeles de elasticidad no lineal proponemos alcanzar este ob-
jebivo utilizando el andlisis de problemas variacionales no convexos donde el
potencial de energia de deformacicn desempes un papel predominante. Delpi-
do & las consideraciones fisicas presentadas en este capibulo, tal potencial es en
general una funcidn no convexa del tensor de deformacion, por lo cual debemos
estudiar modelos més generales que contemplen esta sibuacidn. Esto nos lleva a
proponer el método de relajaciones semidefinidas como un mébodo valido para
resolver problemas variacionales generalizados, cuando el potencal de energia
de deformaricn admite una expresidn polinomial con geommetria no convexa,

Un problemea no convexo no siempre carece de solucidn, de hecho las condi-
ciones de fronbera juegan un papel muy importante en la existencia de ésta. De
otra forma, aunque el problema variacional no convexo carezca de sclucidn el
estudio de sus sucesiones minimizantes es muy imporbante puesto que el com-
portamiento de éstas tiene implicaciones en la situacidn fisica que d modelo
representa

Unaidea inicial delo quees una sucesidn minimizante es inaginar Una serie
de estados que el sistema puede adquirir donde su energia es cada vesz menor.
Existen sisternas donde la transicidn al estado dptimo puede darse & través de
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estados intermedios no conbinuos con energia cada vez menor, pero sin tener
la certeza de obtener en algin punto el estado dptimo. Una sucesidon de estos
estados es 1o que se deses representar como ana sucesion minimizante,

Para un problema variacional no convexo == puede dar la sibuacdn mas
compleja en la que una sucesion de diferentes estados con niveles deenergia cada
vez menores, puede tomar lugar de muchas maneras distintas eincluso no halber
ningin estado que adquiera la energia dphima. De hecho existen trabajos sobre
barras elisticas unidimensicnales donde se analizan las posibles soluciones para
el balance energético minimo (3.5) [36, 37, 38]. En estos trabajos se analiza el
comportamiento de una barra unidimensional sometida & una maquine universal
de carga

El trabajo [38] expone las condiciones que debe cumplir el funcional (3. 5)
para que existan soluciones ¥ presenta una clasificacion del tipo de soluciones
que presenta (3.5) dependiendo de sus caracteristicas. Los posibles equilibrics
energéticos que puede presentar una barra de mabterial dependen fuertemente
del tipo de funcianal ¥ condicdones que se tengan en (3.5). De gran interés para
este trabajo es la mencidn que se hace en [38] sobre la caida de carga en el
experimento de una barra (ver Fig. 2.21); segiin este trabajo esba caida de carga
no puede ser producida par un minimo relabive fuerte de la energia total, en
otras palabras el potencial de energia de deformacidn no puede ser convexo si
pretende representar la fenomenologla observada en la figura 2.21.

Los articulos [36] ¥ [37] estdn centrados alrededor de la coexistencia de deos
componentes elisticos homogénecs en la barra que generan microestructuras de
escala finita donde se observe la mezcla de estos componentes. En estos dos
trabajos se llega & la conclusidn que el refinamiento de la mezcla de fases se
puede interprefar como una manifeskacidn de la necesidad que tiene el material
de legar al infimo desu energia ddstica cumpliendo con las condiciones impues-
tas por la maquina. En resumen, estos trabajos explican las microestructuras
(mezcla de dos estados del maberial) cbservadas en cdertas barras unidimensio-
nales como una manifestacidn del material encontrando el infimo de su energia
elistica Esbe problems lo trabajaremos en el Capitulo 4 desde el punto de vista
de las medidas de Young ¥ el método de las relsjaciones semidefinidas.



Capitulo 3

Problemas Variacionales No
Convexos en Una Dimenson

Comenzameos haciendo una conexidn entre los problemas variacionales v la
dlashicidad de materisles junbo con esto, mostrameos cdmo a partir de una carva
esfuerzo-deformarcidn podemos obtener la informacidn suficiente para plantear
e problema variacional Seguidwmente passimos a discotir cdmo un acero con
bajo contenido de carbono, bajo la accidn de una maquina universal, presenta
un cambio en su estruckura interns que se manifiests comeo una alternancia
de dos microestructuras distintas o, en otras palabras, el material sufre una
transformacidn martensitica; la consecuencia de este fendmeno se puede ver en
las curvas esfuerzo-deformacion ¥ se le lama endurecimiento por deformacidn.

Enlaseccidn 3.2 explicames 1a relajacidn de problemas variacionales no con-
vexos et ana dimensidn ¥y su solacidn via medidas de Young Este mébodo es
idesl para problemas variacionales no convexos ya que nos penmite encontrar 1a
solucidn del problema o, en caso que esta o exista, sus sucesiones minimizan-
tes. Para aplicar este procedimiento debemes entender un probletms variacional
como ubh problema de opbimizacidn en funciones sometidas & condicones de
frontera. La relajacidn del problema no convexo nos leva a un problema de
optitmizacion conveso con restricciones no lineales. El problema relajado es un
problema de programacion matemdtica ¥ s resuelve numéricamente con al-
goritimos de opbimizacidn. Comeo un ejemplo de este método presentamos un
problema equivalente &l de la elasticidad dela barra en une versidn simplificads
debida a Balza.

Por ilkimo hacermnos el caleulo de la microestruckura de una barra de ace-
o con bajo contenido de carbono utilizando su curva esfuerzo-deformaridn. La
relajacion de este problema ¥ su solucidn via rdajaciones semidefinid as nos per-
mite encontrar la configuracicn energetica que asociamos won € ordenamiento
de & 1mi croestrucbur a q ue se observaen la transformacicn martensitica que sufre
le barra bajo el dfecto de las tensiones & las quela somete la magquina universal

45
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3.1. Problemas variacionales ¥ elasticidad

La forma tipica de una curva esfuerzo-deformeacidn de un maberial eldsti-
oo suele ser una recta para estados de tensidn bajos; esta regidn se denoming
de deformacidn ddstica v s extiende desde el esfuerzo 0 hasta el limite eldsti-
co, ver Fig. 213, Para esfuerzos supericres al limite eldstico la curva continda
creciendo, mostrando una curvatura negative, esta regidn se denomina de de-
formacicn plasbica (Fig. 2.20). Para ciertas aleaciones, especialmente aceros con
bajo contenido de carbdn, se cbserva la carva de la Fig. 2.21 donde hay una
clara diferencia con el camportamiento de la regidn eldstica en an punto de rup-
tura conocido comeo punbo de ruptura superior o punto de fluencia. La regidn
oscilante que se presenta después del punto de rupbure se asocia con deforma-
cidn no homogénes, al finalizar esta oscilacidn se encuentra el punto de ruptura
inferior ¥ € maberial conbinia presentando una deformacion pléstica, finalmen-
te la curva legs al punbo de ruptura del material El inkerés principal de este
trabajo es utilizar un principio macrosedpico como el balance de energia (3.5)
para obtener caracberisticas de la microestructura del material coando éste se
encuentra en la regidn entre los puntos de ruptura. Este fendmeno es conocido
tanbién comeo endurecimiento por deformacidn.

En este tipo de materiales es ficil ver (seccidn 3.1.1) que el potencial de
energin de deformacidn ¢ no es una funcidn convexa de la deformacicn unitaria
u'. Como mobivacidn e introdiuceidn a las dificulbades de trabajar con potenciales
no convexcs haremos una breve descripeidn de un problems con las mismeas
caracteristicas pero en una versidn muy simplificada debida a Bolza [2], quien
estudid la sibuacidn desde el punto de vista del céleulo variacional El modelo
que expondremmos propone la minimizacidn del funcional

Tiu) = L (1 — o' (23" + ufz ) de, (3.1)
bajo las condiciones de frontera
ull) =u(l) =10 (3.2

Haremos una breve descripeidn del problemea mostrando sus dificultades v en la
geccion 3.2.4 describiremos su solucidn via & método de relajaciones semidefi-
nidas [39].

Para describir el comportamiento de una barraeldstica, delongitud L, en una
maquina universal, utilizameos una funcidn u(r) que representa el desplazamiento
que sufre un punto x sobre la barra, respecto a su elongacion original, cuando
ésta estd sujeta a algin tipo de deformacidn. La derivada de la funcidn u(r) con
respecto & r es equivalente a la deformacidn unitaria ¢ de la ec. (2.5]).

La derivada de u con respecto a v (a'(r)) se conoce omo la deformacidn
unitaria. El estrés (ecuacidn (2.4)) se define como

_ Bpluiz), 1)
o= oot (3.3)
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Tarhién se asume que existe un potencial 2i(u(r), r) encargado de generar

las cargas sobre el cuerpo
& (u(x), )
T :

En general la barra puede ser no homogénea, esta caracteristica se refleja
en la dependencia de ¢ en r, por dos razones: hay secciones transversales (de
tamafo ¥ forma idénticos) en diferentes puntos de la barra con elasticidades dis-
tintas o hay secciones transversales con igual elasticidad pero diferente tamano
o forma; posiblemente existen las dos condicones.

TUno de los extremos de la barra permanece fijo u(0) = 0 mientras que el
otro extremo puede tener una condicidn diferente. Dentro de las distintas confi-
guraciones u(r) que el cuerpo pueda tomar este escogerd aquells que minimice
& valor de la integral

b= (34)

L
Elu) =L Plu'lr),r) + wiulr), ) dr, (3.8}

sujeta & las condiciones de frontera
ufl) =0, wll)=xwu;. {3.6)

La integral de la ec. (3.5) representa el balance de energia tobal dada una
configuracidn ufr) [38]. Esta energia es la suma de dos cantidades: g{of(x), )
que identificamos con e potencial de energia eldstica {energia acumolada por
& maberial por unidad de longibud)y @i {u{r), =) el potencial de fuerzas externas
que actian sobre el cuerpo.

En el modelo propuesto w'(r) = %fl e= la deformacidn unibaria de la barra
en cads punto, ja} representa el esfuerzo v —%% la fuerza en cada punto. El
esfuerza {%], sl que se somete una barra, se puede determinar experimental-
mente en funcién de u' por medio de la miquina universal. La grifica que se
obtiene se conoce como la curva esfuerzo-deformacidn (ver figura 2.20).

Proponemos recupersr resultados similares a los presentados en las referen-
cias [36, 37, 38] donde =2 hacen distinbos trabamientos analiticos sobre una barra.
elédshica unidimensional pero a traveés de téenicas de optimizacidn. Los tres tra-
bajos muestran que para este tipo de problemeas el potencial de energia eléstica
no es ana funcidn convexa y tratan el problemes de distinkes pantos de vista, Los
resultados obtenidos son también consistentes ¥ la conclusidn prinecipal & la que
legan ez que en la barra se presenta una micro-estructura de escala finita que
minimiza de la mejor maners posible la ecuacidn (3.5). Esta micro-estructura
es a=mociada con la coexisbencia de dos fases sdlidas, disbintas, del material De-
pendiendo de las condiciones de contorno que se impongan sobre la barra la
proporcion de estas fases varia. Este es el tipo de microestractura que espera-
mee obbener con los meto dos propuestos en este trabajo.

3.1.1. Ajuste de datos de una curva esfuerzo-deformacidn

Muestra propuesta es utilizar los métodos para estudiar problemeas varia-
cionales no convexos presentados en la seccidn 3.2 para obbener las sucesiones
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Figura 3.1: Corve esfuerzo deformacicn para un acero de bajo carbono. Tomado
de [28].

minimizantes que nos indicarian los porcentajes en los que se presentarian estas
dos fases. Para legar a nuestro objetivo plantesmos el siguiente modeo:

1. Obtener una curva tipica esfuerzo-deformacidn para un acero con bajo
contenido de carbono. Hacemos un ajuste polinomial sobre los datos ex-
perimentales disponibles de la curva esfuerzo-deformaridn para aceros in-
dustriales. Este ajuste nos provee con una funcidn aproximades de la curva
que representa sus caracterisbicas méas noborias,

2. Obtener el potencial de energia elistica de la barra & partir de la curva.
Partiendo del polinomio cbtenido de la curva esfuerso-deformacidn pode-
mos extraer el potencial de deformacidn (3.3) via integracidn. Mostramos
que no es convexo ¥ calculameos su envolbura convexa,

3. Una vez tenemos el potencial de deformacidn procedemos a plantesr el pro-
blema de optimizacon equivalente que nos permite, ubilizan do el metoda
de los momentos, encontrar las sucesiones minimizantes ideales para la
minimizacidn de (3.5

4. Hacemos un andlisis de los resulbados obtenidos.

La curva tipica esfuerzo-deformaricn la obtenemes de [28], ver Fig 31. Esta
curva estd en unidades de ksi para o (1 ksi = 6.83 MPa). Note que la regicdn
elastica estd detallada (grafica de color més daro) dentro de la misma grafica.
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e (lesi) £ o (lesi) £
0. 0 0.00281 36
0.000186 | 178 0.003 36
0.000356 | 10.141 || 0.00333 36
0.000492 | 1153 0.03 36
0.000632 | 20.34 0.054 46.5
0.000879 | 2536 0.0303 | 5243
00010y | 3097 014 §3.74

n.oniz 3b 013 63
0.001415 38 0.23 f2.84
000146 36 0.26 f1.561
00017y 36 031 BY.5b

0.002 36 0.35 5291
000224 36 0.38 17

Cuadro 3.1: Datos extraidos de la figura 3.1

En esta representacion podemes observar los distintos velores que describen las
propiedades mecanicas del material' el mddolo de elasticidad se puede encontrar
utilizando las parejas de puntos, (e, o), (0,0) 3 (0,00012,35). El punto superior
de cedencia esta en (0,0015, 38), ¥ el inferior en (0,030, 36). La resistencia bensil
se encuentra en 63 lesi (131 MPa) ¥ el punto de fractura en (0,380,17).

De esta grafica obtenemes la tabla de datos, tabla 3.1, para el esfuerzo v la
deformacion de la muestra

Sobre estos datos hacemes un ajuste de un polinomio de tercer grado para
obtener una funcidn e{¢). El polinomio de grade tres en ¢ que proponemos es

o(e) = 1016361 — 1661,61e” + 6105 876", (3.7)

La Fig. 3.2 muestra este polinomio superpuesto a los datos de la tabla 3.1
Comeo se puede observar el polinomio reproduce el comportamiento de la curva
esfuerzo-deformacion. La finalidad de proponer este polinamio es poder extrasr
e potencial de energia eldstica utilizando la definicidn de la ecuacidn (3.3).
Utilizando la ecuacidn (3.7) ¥ la definicidn (3. 3) encontrames el potencial

@) = feole)de
#le) = 508 3102 — 1551,87° + 1518 958 (3.8)

Dela grifica de ¢ en funcidn de ¢ (Fig. 4.1} es facil darse cuenta que el pobencial
o es convexo en la variable ¢, desarrollaremos éste planteamiento més detalla-
damente en el capibulo 1. Este potencial es el primer términog de la inbegral en
la ecuacidn (3.5).
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Figura 3.2 Superposicitin de los dabos dela tabla 3.1 (en puntos) ¥ el polinomio
de la ecuacidn (3.7) (Linea sdlida).
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3.2. Teoria de relajacion y medidas parametri-
zadas

En esta seccidn explicamos los fundamentos ¥ las herramientas materndati cas
para obtener la solucidn o informacidn sobre las sucesiones minimizantes para
un problems de optimizacidn no convexo. En este capitulo describirernos una
propuesta alterna a la de las ecuaciones de Hamilbon [30] para tratar el mismeo
tipo de problemas, bajo condiciones de no convexidad en el integrando, conocida
como el metodo de los momentos o relajaciones semidefinidas [39]. Este método
nes perimitird tratar el balance de energia para une barra de acero con an bajo
contenido de carbono. Larazdn de no utilizar las ecouaciones de Hamilbon radica
et la no convexidad del integrando, comeo se indicd previamente la no convexidad
o nos pertnite asepurar la existencia de un minimizador.

Como se expliod en la seccidn 2.1.2 el mékodo clésico para solucionar proble-
mas veriacionales es utilizar las ecuaciones de Eoler-Lagrange (ecuacidn (2.7))
para encontrar las fiunciones y(r) que hacen que J en (2.6) sea un extremo. Este
mébodo nos leva & obbener un conjunto de ecuaciones diferenciales. En otras
palabras las ecuaciones de Euler-Lagrange nos permmiten enconbrar las funciones
y*ix) que minimizan J.

Una forma alberna de ver los problemss variacionsles es desde el punto de
vista de la optimizacidn. El problema planteado por la ecuacidn (2.6) se puede
reformular como un problems de optimizacidn: encontrar

min | 1),y @l e (3.9)

gujeto a las restricciones pertinentes del problema.
For ejemplo, el problema de Bolza de la seccidn 3.2.1 == puede ver de la
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siguiente maners.
1

min f (1 @) el (3.10)
sujeto &
y(0) =y(1) =10. (3.11)

Cualquiera de las dos formnlaciones delberia llevarnos a la respuests correcta
pero, commo ya se explicd previamente, las ecuaciones de Eoler-Lagrange no son
apropiadas debido a la no convexidad del inbegrando en y'({r). Abordar este
tipo de problemas como problemss de optimizacidn ¥ no como de ecuaciones
diferenciales nos leva a evitar complicaciones que se presentan debido a la no
convexidad del integrando.

Para trater problemas variacionales no convexos se ha desarrollado una
teoria analitics basada en medidas de VYoung. Liaides bésica surgid en el estudia
de problemas de control optimo, para el caso en que la familis de controles ne
es convexa. La falta de convexidad harce que el problems carezca de solucion en
el contexto de las funciones absolutamente continuas [4, 11]. Les avances hechos
en esta direccion se redinen en una serie de resultadcs conocides como teoremas
de relajacion [1, 4.

Cuando el integrando del problema {2.6) no es convexo en la componente
y'(r), se plantea un problema variacional albernativo al que se llamaré proble
ma relajado [1]. Este problema consisbe en minimizar el funcional J, lamado
funcional relajado, definido come

i) = j folule) o (), 2] dr, (3.12)

donde el nuevo integrando fo es la enwolvente convexs de f en las variables
y'{r).

La envalvente convexa f. de una funcidn § se puede definir comeo la més
grande de las funciones convexas menores que f,

felo) = sup {g{a) : ges convexay¥ree cumplegir) < fix)]. (3.13}

Este nuevo problema, al ser convexo, tiene solucidn en el espacio de funciones
correspondiente. El calculn de envolburas convexas se trabard en la seccidn 3.2, 2,
De la definiciéin (3.13) es evidente que

min J{y) € inf J(y) (3.14)

debido & que la envolvente convexa cuwmple con la propiedad fo < f.

Para determinar la existencia de minimizadores de J debermos aclarar si la
desigualdad (3.11) puede ser una ignaldad. Esto es cierto en algunos casos y =e
presenta en forma de los lamados tecremas de relajacidn. Cuando se cuenta con
e igualdad

min J{y) = inf J(y) (8.15)
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ge pueden emplear elementos de analisis ¥ topologia para estudiar los minimi-
zadores del funcional J[1, 4].

Los teorermas de relajacidn permiten concluir que los minimizadores para, J
gon los limites débiles de las sucesiones minimizantes para el funcional J, en-
tendiendo comeo sucesiones minimizantes a una sucesidn de funciones admisibles
u, tal que

Jlup ) — f%f Fiy) (3.1}

cuoando 7 — oo
Para completar este andlisiz se inkroduce un noevo funcional generalizado
definido comeo

in= [ ( | 1t 20 cmam) o (317)

donde
v={u T} (3.18)

eg una familia de medidas de probabilidad g parametrizadas por los puntos x
en el dominio del problema. A ua familia v come (3.18) se le denomina medida
de Young. Cada medida de Young debe cumplir con la relacion

v = [ ) (3.19)

la cual permite obtener el término y(r) en (3.17) a partir de ¥ las condiciones
de frontera del problema. i

El tecrema de Carathendory implica que el funcional generalizado J obtiene
su minimo en las medidas dptimas ¢! que deferminan la emvolvente convexa
de la funcidn f[y*{r), ;] respecto a la variable A [15], donde y*(r) es un
minimizader para & funcional relajado J Esto significa que se deben cumpli
las reaciones

felgtiz), At ] =j;fc [yt (), Ay 2] dpet(A) (3.20)

7@ = [ Ay (3.21)

donde " (x) indica la solucidn del problema relajado (3.12). Este resultado de-
muestra que les tres funcionales que hemeos tratado: el funcional J, del problema
original no convexo, J del problema relajado ¥ J parael problema generalizads
comparten el mismea valor (nfimeo

fnf J(y) = min J(y) = min J(v) (3.22)

El estudio dela tecria de las medidas de Young [4], demuestra que la medida
de Young dptitna +* para el problema generalizado (3.17) contiene la informa-
cign acerca del compeortamiento Limite de las sucesiones minimizantes para el
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problemsa relajado (3.12) en el siguiente sentide: para cada sucesidn minimizante
u, del funcional J se cumple 1a relacidn

f dy! = Pr ( lim w’r) B) (3.23)
B n—oa

donde Pr significa probabilidad ¥ B an conjunto boreliano coalquiera en BT,

Es impartante regaltar que s ecuacidn (3.23) muestra que la solucidn en me-
didas parametrizadas determing la existencia de minimizadores para el funcional
J. Por ejemplo, si todos los miembros p! de la solucidn son medidas soportadas
en un inico punto podemos concluir que el funcional J tiene un minimizador
en el espacio de funciones correspondiente. Ademis podemes determinar el mi-
nimnizador y*(*) para J integrande la expresidn

y*x) = L dyty . (3.24)

For el contrario, si algunas de las medidas parametrizad as dptimas uf que
forman la solucidn al problema generalizado estin soportadas en més de un
punto, concluimos que @ funcicnal J carece de minimizadores. En esta situa-
cidin podemes utilizar (3.23) para comprender el comportamiento limite de sus
sucesiones minimizantes. El soporte de cada p! nos indica los posibles valores
que puede tomar el gradiente y™(r) cuando n — co, en cada punto * € 2 ¥
para cualquier sucesicdn minimizante u, del funcional J.

23.2.1. Relajaciones semidefinidas

Como habiwmos expuesto en la seccidn anterior, un problems variacional
generalizado estd definido por un funcional

J{) =/11 (/If[y{r},i;ﬂf] d#:(*]l) d (3.25)
bajo condiciones iniciales
ylzo) =0 yir) =, (3.26)

() =j;J~ dyiz (X) (3.27)

donde el integrando §f pouede no ser convexo en la variable derivada A pero debe
tener estructurs polinomial penersl de la signiente forma

En

Flalr), x] = ax(y(x), 2 )A% (3.28)

k=0

El problema generalizado (3. 25) es un problema. de optimizacidn que se com-
pone de un funcional convexo, definido sobre una familia convexa de elementos:
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las medidas de Young, Aparentemente d problema resulta bastante dificil deli-
do a la complejidad de estos objetos, sin embargo el tecrema de Caratheodory
garantiza que la solucidn optima se obtiene en una familia de medidas parune-
trizadas soportadas en un conjunto muy reducido de puntos [4, 39).

La solucidn en medidas de Young, para el problema (3.25)-(3.27), v* =
{ps 0= v <1} se encuentra tomando cada medida parametrizada dptima p}
como la medida que determina la envolbura convexa de la funcidn f [y* (x), A; 1]
en el punto g™ (r) en el sentido

felot i), v (z )] =j;fc [y (z), A x] diet (A). (3.20)

Dado que § tiene estructura polinomial en A su envoltura convesa estd dada
por

En

f Rt (), Asa] =D anly (x), m)mp (x) (3.30)

k=0

con iy (r) la solucidn al programa maternatico:
in
min eyt (), rIme (7). (3.31)

mebzl )

Estas nuevas variables de disefo my(r) forman una matriz de Hankel

Mg ML - Mn
" ™y T+ BN Mo 41
Hiz) = (mpplz)y o= | . L : , (3.32)
M mn+]. e Man

con 0« » < 1, porque m,(r) representa el momento de orden k de la medida
parametrizada. La matriz H{r) es cuadrada (dimensidn (# 4+ 1) x (n + 1}],
simetrica v los elementos sobre las diagonales secun darias coinciden. Esta matriz
debe ser semidefinida positiva con me(r) = 1, condicién necesaria para que los
valores my(r) sean los momentos de orden & de una medida de probabilidad
parametrizada ..

Las soluciones m} () corresponden alos momentos algebraicos dela medida
dptima p! que determina la envolvente convexa de f en (3.29).

De una maners un poco més resumida, el problema (3.258)-(3.27) se trans-
forme en resolver el siguiente problema de optimizacion

min D{m) = Z (Zﬂ.k{y{ri},ri}lmk{ri}l) A (3.33)

con m una funcidn vecborial miz;) = (molr:),. .., Man(r:)); sometida a las
restricciones, en general no lineales, que garantizan que cada matriz de Hanlel
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Hir;) sen semidefinida positiva con melr:) =1 ¥y my(r) =y’ [39], 0 lo que
es equivalents

e =?,b+Zm1{sj}| A (3.34)

En las ecuaciones (3.33) ¥ (3.34) sehan discretizado las integrales tomando una
malla de & puntos sobre el intervalo al que aplica la expresidn (3.25). Este nuevo
problema se denoming relajacidn semidefinids del problems original

La relajacidn semidefinida nos permite encontrar los vectores m*(z,) ¥, &
partir de ellns, la solocidn al problema original 2.6, Puesto que la funcidn
Fltir), A 2] depende de la variable unidimensional A, el teorema de Carab-
heodory afirma que su envolbura comvexa, f[y* (), A, x|, == puede determinar
ampleandn une combinacidn convexa de, & lo sumeo, dos puntos. Esto implica
quela medida p*(r,) estd soportada como maxime en dos puntos y para recons-
truirla necesitamos solamente tres de sus momentos algebraicos: my (), mi(x)
¥ milr:). De estas tres cantidades podemos extraer los puntee €107} ¥ f2(7:),
en loz que estin soportadas las medidas y los pesos, Ay(r ), Az(ze) = 1 —Aaiz:),
correspondientes a cada punto £

Como se habia men cionado previamente si el inteprando del problema origi-
nal, (2.6), es convexn, entonces el problema tiene solucidn ¥ la medida de Young
dptima para el problema generalizado estard compuesta por medidas parame-
trizadas dphimas soportadas en un sdlo punto. Este caso lo podemes identificar
facilmente ya que m4(z,) = (m!(z:))* ¥ por consiguiente el punto donde estd so-
portada la medida es el primer momento, por lo tanto: £(r,) = ta(r.) = m}{z:);
¥ loe pesos correspondientes son: Ap(r) =1 As(r) =10

En caso contrario, mi(x:) < (m! (1:))°, v el problema estd soportado scbre
dos puntos. Para encontrarles se puede utilizar la fdnmola cuadrakics

1 milrd milr)
Pty =| mi(z:) milrd mi(rd | =0, (3.35)
1 t %

cuyas raices, ti(r;) < tar;), son los puntos de soporte de la medida parametri-
zada optima en ;. Las formuolas
fg(ﬂfl‘} —m;_(:r,-] m;_(:r,-]l —f]_(ﬂi'l'}
At = ——————— ¥ A1) = ——————
ll: ]I fglil‘,']l—fllii',':l ].l' 3{ ]I fglii‘,']l —f]_I:I'I'II
proporcionan los pesos de cada punto ¢;(r;). Con estos valores obbtenemeos, fi-
nalmente, la medida discreta

(3.36)

;_.',"[I]I = Ay &, () + Aalx)dy, (1) (3.37)

donde &, () representa el delta de Dirac.

Las siguientes secciones tratan los temas de las envolburas convexas y el
estudio de las sucesiones minimizantes, concluimes el capitulo desarrcllando el
gemplo de Bdlza bajo el método de relajaciones semidefini das,
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3.2.2. Clalculo de envolventes convexas

En esta seccidn presentaremeos una definicidn més detallada de la envolvente
convexa de una funcidn, expondremes el teorerma de Caratheodory para fun cio-
tes ¥ haremos un desarrollo general para encontrar envolventes convexas para
polinomios de cuarto grado.

La envolvente convexa de una funcidn continua ¥ acobada inferiormente §
B" — [P estd definida por la expresidn

felt) = mj.xg{f]l {3.38)

donde g representa las funciones convexas que accoban inferiormente a §f. La
envolvente convexa de una funcidn es la mayor funcidn convexa que la acoba in-
feriormente. Los puntos minimeos para la envolvente f son los minimeos globales
de f. En peneral f. < f v los puntos en que fo = f indican la regidn en que
f es convexa. La funcidn f es convexns si ¥y solo s f = fo en todo punbo de sn
dominia.

Un resultado que ya hemos invocado ¥ que tiene una gran imporbancia pars
nuestro trabajo es el teorema de Carathendory Este tecremes == manifiests en
des formas, una para conjuntos ¥ obra para funciones. Para uns demostracidn
detallada ¥ mayor profundidad en los sspectos bdsicos del andlisiz convexn ver
[15].

Teorema 1 {Teorema de Caratheodory para funciones) Dads wna fun-
cign comtinua § coerciia f CIR" < R su enoclicnle convera estd definida comes
Bl = min A fity) +- o+ An fitn g.32
)= min s fita) (3.39)
donde el minimoe contempla lodas las combinaciones conueras inilas que igualan

a t. Kl dptimo siempre se oblendrd en wna combinacion convera connt1 punios
a Io sumeo.

Este resultado permite incorporar el concepto de distribucidn de probakbili-
dad en nuestro esbudio porque cada combinacion convexa A f( )4+ A, f(t,)
puede identificarse con una distribucidn de probabilidad discreta soportada en
los puntos £, ..., ¢, con pesos A, ... A, respectivamente. La cambinacidn con-
vexa

)l.]_flf\f]_} +--- +J'.n_flifn}

puede representarse en forma concisa comeo la medida de probabilidad

=3 Aidy,
i=1

donde &;, es la delba de Dirac soportada en el punto ;.
Paor 1o tanto la envolvente convexa de § puede expresarse como el problems
de optimizacidn

felt) = min | £ 9u), (3.10)
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donde p represents la familia de distribuciones de probabilidad con valor medio
(media) en el punto {. El teorema de Caratheodory garantiza que el dptimo se
alcanza en una medida soporbada en 7 4+ 1 pusntos o menos.

Cuando la funcidn §f es un polinomio con la forma general

En

FE =) apt* 3z, >0 (3.41)

k=0

e problema (3.10) se transforma en un nuevo problema de optimizacion

3n
felt) = min Z apmy (3.42)
e k=0

donde las variables my son los momentos de distribucidn de probabilidad con
valor medio 1.

El métado de los momentos ofrece un camino que permite encontrar la en-
volvente convexa cuando la funcidn §f es un polinomio. Es importante destacar
que la teoria expuesta garantiza que la solocidn del problema de programacicn
{3.42) contiene la informacidn necesaria para determinar la envolvente convexa
del palinomio f en un punto £. Sin embargo no hay ninguna prescripeidn sobre
e métndo de optimizacidn que podemeos atilizar para solucionarlo. El método de
solicidn se puede escoger a conveniencia en cada caso. A conbinuacidn emplea-
remmos un método analiti co para encontrar la envoltore convera de un polinamio
genérico de cuarto grado.

Ejemplo: Polinomio Genérico de Cuarto Grado

Un polinormio arbitrario de cuarto grado, sin perdida de generalid ad, estéd des-
crito por la expresidn

Fltl = oo + ot +oat* +ost® +24 {343}
Su envolvente convexs en un punto t estd definida por el problems de optbimi-
zacidn
folf) =minag + oyt + azm; + azms +my. (344}
ik

donde las variables my, estdn restringidas de tal manera quela matriz de Hanlel

1 t =
H= t m: s
Mz Mz MMy

es semidefinida positiva. H cumple esta condicidn si ¥ s0lo sl s2 cumplen las
signientes desigualdades: ms = t%, my 2 m3 y |[H| = 0.
FPor lo tanto el problema de programacion consiste en minimizar la funcidn
de coste
O = namy + sams + my
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bajo las restricciones no lineales
Mmy—t2 20
my—m: =0 (3.15)
My + Amanie — mg — mg —t%my = 0

La convexidad de este problema facilita su tratamienta.
Separamos dos situaciones excluyentes. En el prifmer caso suponemnos f, =
t? v el determinante de J =e reduce a

|H| = - (¢ —ms)”

de manera que la condicidn |[H| > 0 implica |[H| =0 y mz =t Per estas
razones el problema original se transformea en encontrar

min my

bajo la restriccidn m, = 4 cuya solucidn es mY = t4. Vemos asi que bajo la
supcsicidn ma = t° el problema tiene la sclucidn trivial

my =t" k=231
que proporcions la medida dptima
pto= 4y

que corresponde a la combinacidn convexa trivial ) =1t con by = 1.
En el caso ms > 2 la matriz de Hankel & es sermidefinida posibive si ¥ sdlo
gl =2 cample la desigualdad

|H| =mamy + 2tmams —m —m3 — t7m, 2 0

de maners que podemcs prescindir de la segunda restriccidn en (3.45). Para
poder resolver este problema de optimizacidn bajo esta restriccidn podemos
utilizar las ecuarciones de Kohn-Tuler:

O — | H| =0

|H#| =0
que toman la forma explicita
(my—m3)(ma — ) = (tmz — ma)® (3.6}
u;;{mg—tg]l =ftMs — Ma (3.47)
aaima — %) =d—3m§ + 2#%m s — 26(tms — ma) +my (3.18)

después de haber despejado el multiplicador de Lagrange A v de haber empleado
la. suposicién ms = t°. Ahora combinamos (3.47) ¥ (3.18) para eliminar mz ¥
obtener

{2z +tas)ima — ) = 2m3{t3 —ma) +my —ms,
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¥ de (346} ¥ (3.48), también eliminando ms, obtenemos
s 0f ]
Ty —mit= I{mg —1 ]I,
por Altime combinames las dos ecuaciones previas para dedocir la igualdad
a3 3 3
az +tos — X (ma—t7) = —2ma(ma — 7).

De este desarrcllo podemeos encontrar los momentos dptimes del problema
(3.44):

3
my = s,
3
v Bads O3 3 5 iz
Tilg = 1 - E + (Eﬂs - E) t I:.E—lgzl

Finalmente, la envolvente convexa del polinomic f estd dada por
felt) = oo+ oyt + 2amb + osmi + m)

que reemplazando con la solucidn (3.19) es

1 1
f(t) = = (Blag — 16a3 + 8asa; — a3 ) + 3 (8a; — dazas +a3)t  (3.50)

la ecuacidn de una linea recta.
Ze han obtenido dos sibuaciones posibles:

s Cuando ms = t? lbs momentos dptimos toman la forma

¥ la envolvente convexa de f es ella misma
Fo(8) = F(1) = ag + art +aat® +agt® +7 (3.51)

» Cnando ms > t* la envolvente convexa estd dada por la ecuacion (3.50)
que corresponde & una recta.

Estas dos sibuaciones describen dos regiones geométricas: 1a regidn de con-
vexidad { fo(t) = f(t)) ¥ la de no convexidad (f-(t] < f(t}). Para determinar
por completo la envolvente convexa de f debemos definir con exactitud estas
regiones.



&0 CAPITULD 3 PROBLEMAS VARIACIONALES EN iD

Para ello igualameos (3.50) ¥ (3.51) ¥a que en los punbeos limitrofes amibas
expresiones depen ser validas. Se obbienen las ecuaciones

3
f——E-l-E—Ef
X
sy O 3 5 i3
= -240= =t
7 15 \g™ 2)
4 dzdz O
=2z 225 44 24y
1 1 g1 2 1

que dan las soluciones

a. 1
f1,3=—1‘3 irfzag—sag (3.52)

que 2o0n lns extremos del intervaln donde la envolvente convexa es una recta.
Resumiendo, la expresidn completa para la envolvente convexs de un paoli-
nomio general de cuarto gprado es

g + a1t + 34t* + 2st® + 1t

do |1t > /Iai—8
fy =, comade HEbas| 2 /8ag — 8o (3.53)

ﬁ [E-la{. — lﬁu.g +8a3a§ — ﬂ;:l + é [8.:!.]_ — lasas + ﬂ.gji

cuando |3t 4 ag| < ./ 303 — 82,

da; — 8a; = 0

En rcaso contrario el polinomio es convexo v se tiene f. = f en todos los puntos
¥ no existen los puntcs t; » que senalan la regidn de no convexidad.

siempre que

3.2.3. Comportamiento de las Sucesiones Minimizantes

Las medidas optimas parametrizadss en los puntos de la malla conbienen la
informarcidn relevante acerca del problema original ¥ el comportamiento Limite
en las sucesiones minimizantes del funcional J. Como ya =e ha mencionado antes,
cada medida dptima p*(r;) debe estar soportada en uno o dos puntos. De esta
caracteristica depende el comportamiento de las sucesiones minimizantes del
problema criginal

» Soporte unitario: Para e caso de soporte unitario tenemos g () = 4,
Esto quiere decir que en torno al punto x; de la malla las sucesiones
minimizantes {u,} para J no presentan albernancia en la derivada,

nu_mmu’n{x,-) =1 (3.54)

Bl esta situacidn se presents para todos los punbos 1 de la malls, entonces
el funcional J tiene un minimizader y* (T} ¥ podemos estimarlo a partir
del valor de su derivada

vy =o' (s} (3.55)
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¥ las condiciones iniciales en la forma:

ut (1) =%+Zyjﬁrj (3.56)

=0

= Soporte doble: Coando una o més medidas dptimas estan soportadas
en dos punbos p* (1) = A {we My, (1) + Aari e xe) con Ay, A = 0, en-
toneces podemeos inferir que el funcional J carece de minimizadores. En
esta situacidn el comportamiento limite de las sucesiones minimizantes
de J, en torno al punto x; de la malla, estd determinado por los valores
AL, Azt ¥tz de (3.37). Cuando {u,]} es una sucesidn minimizante para
J, la pendiente de cada termino wf (1} alternara entre los valores 1) ¥ s
cuando 7 — oo, La albernancia entre estos valores estard regida por las
proporciones A ¥ A respeckivamente.

Como se ha explicado & lo largo del capitulo el método de los momentos nos
permite transformar un problema variacional (2.6), no convexo, en un proble-
ma equivalente, relajado, de optimizacidn (3.12), que a su vez se convierte en
un programa matermndtico convexo (3.33) que lamames relajacidn semidefinida.
La forma mas eficiente para tratar este problema matemdbico es via mébodos
nuwmericos especificos para problemas de optimizacidn en gran escala En los
capitules signientes haremos una detallada descripeidn de diferentes pagquetes
oommerciales gue se ajustan a las necesidades del problemas (3.33).

3.2.4. Ejemplo de Balza

Como ejenplo de andlizsis de un problema variacional no conveso ubilizan do
& metodo de relajaciones semidefinidas tomamos el ejemplo de Bolza, Preten-
dermos minimizar funcionales de la forma

) =fn (1—ul{z)®) +ulz)? dr, (357
bajo las condiciones de frontera
uf0) =ufl) =0. (3.58)

"a hemeos mencionado que la exisbencia de soluciones depende de las con-
diciones de frontera ¥ meostramos la dificultad con que se encuentran los meto-
dos numéricos al trabar las condiciones (3.58). En este apartado utilizaremnos
d método de los momentos para mostrar la no existencia de soluciones para
este problema en particular, obtendremos también las sucesiones minimizantes
correspondientes a (3.57) ¥ de agui la microestrucbura asociada.

Comenzamos notando que el integrando tiene una forma polinomial en la
variable derivada:

flru, Ay =1—207 + 1 4o (3.58)
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Esta caracteristica nos permite aplicar el meétodo de relajaciones semidefinidas.
Debemos entonces minimizar el funcional

7(m) =£ 1= Imalx) +mafz) +u(z)® da,

don de

ufr] = Lzmlﬂs} ds.

Bajo las restricciones que garantizan que las variables m,(r) sean momentos
algebraicos de una medida de probabilidad, para ello la mabriz de Hankel

1 mi{r) maiz)
Hir) = | mur] mar) msiz)
malr) mair] malr)

debe ser semidefinids positive. Esta restriceidn se cimple =i se satisfacen las
gignientes desigualdades
malr) 2 mi(r)®
mylr) = malz)’ {3680}
ma(rimyr) = ma(r)*
maz{rimyir) 4+ 2moirima(rimsir) — m3{1'}3 - m3[1']|3 - m1{1}3m4{1} =0

que involueran los subdeterminantes principales de #(r). Por dltimo, debamos
minimizar el funcional:

Jim) = [ [1— Imalz) +malz) + u; ml(sjds)zl dx (3.61)

bajo las restricciones (3.60) ¥ la condicidn de frontera

jlmlﬂs} ds =10 (3.62)

El problema (3.61) lo levamos a una versidn discreta tomando una malla
de puntos sobre el dominio 0 = v = 1 Para este caso tomearemos 10 puntos
igualmente espaciados

1
1=112

=E [t R

¥ escribimes el funcional (3.61) en una forma discreta:

10

T

]
jid

Jafm) =3 |1 = 2malry) +myfz) + Zml{xj}mj Az,  (3.63)

=1
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donde

— Ar, = —
SLARETY

Ademss las restricciones (3.60) se deben imponer sobre cada punto ; en la

malla Finalmente representames la condicidn de frontera (3.62) como

fm]_[:r,-]ﬁri =10 {.36—1}

De esta maners tenemos un plantesmiento discreto del problems original
g cual consisbe en minimizar (363) bajo las restricciones, discrebas, (3.60) ¥
la. condicidn de frontera (3.61). Este problema de optimizacidn presents las
signientes caracteristicas:

1 Es un problema donde debemos encontrar 10 variables myr;) con k =
12,3,1ei=1,2,...,10.

2. La funcidn objetivo Ja es canvexa en las variables my (r;).

3. El problemsa incluye 10 restricciones en forma de desigualdades no lineales
(3.60) ¥ una restriccién lineal (3.61).

4. El conjunto factible para el problema es convexo debido a que las desi-
gualdades (3.60) caracterizan las entradas de una matriz de Hankel semi-
definida positiva.

FPara resolver este problema empleamos rutinas especializadas de optimiza-
cidn. Es importante resaltar que podemeos utilizar diferentes tipos de bisqueda
dado que tratames con un problema de optimizacidn de naturaleza convexa
Este hecho garantiza que, en principio, el algoribimo convergerd a la solucidn sin
detenerse en minimeos locales.

El algoritmo de bisqueda nos propeorciona los valores dptimos my () que
lamamos memenlos dptimes ¥ que hemes dibujado en la Fig. 3.3 Dentro de
cada recuadro sehan dibujado 10 valores dptimes my(r:) donded = 1,2,. .., 10,
Estos 40 valores contienen la informacidn necesaria para resolver el problems,
generalizado correspon diente:

ﬂgﬂj(u)=Ll U; (1217 dye( A) +(LILAd#.(A}ﬂ>3] dr  (3.65)

bajo la restriccidn
1
j ji;_tu{,l]ld:r =0 (3.66)
o Jx

A partir de los momentos dptimos obtenidos ¥ empleando las formulas (3.35)
¥ (3.36) podemos determinar la medida parametrizads dptima discreta ) pa-
ra cada punto ;. Debido al teorems de Caratheodory cada medida dphima
estd soporbada en dos puntos como maximeo.
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La solucidn obbenida numéricamente tiene 1a forma,

2 10.

1 R |

pa = %5_1.+ %51, i=1

Esto significa que el funcional (3.57) bajo las condiciones de frontera (3.58)
carece de minimizadores, ademds sos sueesiones minimizantes mostrardn una
cecilacidn persistente sobre todo el dominio 0 £ » < 1 debido & que las derivadas
de sus términos wu, albternardin entre los valores 41, en proporciones igusles,
cuando 2 — co. Fstas sucesiones se muestran en la figora 3.1

Cerramos este capituln haciéndole notar al lector que el método de rela-
jaciones ssmidefinidas presentado anteriormente nos permite transformer un
problems variacional o convexo en un programe mabtemati co definido en térmi-
nos de desigualdades matriciales, al cual lamaremos relajacidn ssmidefinida del
problema original La ventajs de esta transformeacidn estd en que el problema
matermatico al que == llegs siempre tiene una sclucion ¥ de esta solucidn po-
dermos inferir =i nuestro problems originel tiene solocidn o no ¥ en cualquiers
de log des casos podemos obtener informacidn importante sobre la aolucidn o
las sucesiones minimizantes En el signiente capitulo ubilizaremos este métoda
basado en relajaciones semidefinidas para encontrar el balance de enerpias que
determinan la microestroctura en el maberial Muestro objetivo es encontrar la
microestructura que presenta un acero particular bajo condiciones de cargs que
lo levan a los regimenes de comportamiento no lineales.

Esz interesante notar que este procedimientn, salwe dificultades numericas
v algebraicas, puede aplicarse para obbener la microestructura submeente en
modelos variacionales bidimensionales, a través de un cuidadoso andlisis de en-
volburas convexas de polinomios bidimensionales. Abordaremos este terma en el
Capitualo 5.



Capitulo 4

Calculo de una
Microestructura
Unidimensional

En este capitulo pondremos en practica los desarrollos tedricos de los capitu-
los 2 v 3 para plantear v analizar el comportamiento de la microestructura de
una probeta de acero, con bajo conbenido de carbono, que se encuentr a someti-
da a las cargas proporcionadas por una maquina nniversal méas alld del régimen
eldstico. En una barra de estas caracteristicas se observan cambios en su mi-
croestructura dependiendo de las condiciones que le imponga dicha méquing
[26, 40]; en particolar la transformacidn martensitica que se describid en la sec-
cidn 2.2.2, Esta transformacion s= debe ver reflejada en la existencia de dos
posibles configuraciones energéticas que el material puede escoger. En otras pa-
labras, el potencial de energia de la barra debe presentar dos minimos; estos
minimeos representan dos configuraciones energéticas (celdas de red) distintas
que puede escoger el material

El procedimiento que utilizamece para tratar el balance de energia (3.5) con
el potencial (3.7), via el méodo de los momentos (seccidn 3.2), nos permite
concluir que para poder minimizar el balance energético debemos escoger no
uhe entre las dos estructoreas posibles sino proporciones distintas de las dos. En
otras palabras: el maberial minimiza s energis interns no escogiends una de las
des estruckburss sino proporciones de las dos estrucburas posibles.

La organizacidn del capitulo es la siguiente: primero determinamos la no
convexidad de (3.7), calculamos su envolvente convexa ¥ hacemos un estudio del
comportamienta del material & partir de la figura 4.1, Una vez hecho an andlisis
preliminar del comportamiento del mabterial planteamos el problems variacional
utilizando el metodo de los momentos para obtener su correspondiente relajacidn
semideinida. Finalmente interpretamos los resultados obbenidos en términes de
las consideraciones fisica hechas en el Capitulo 2.

el
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®

Figura 1.1: Grifica de #(¢) Ve, ¢ (linea sdlida) ¥ su envolbura convexa (linea
punteada). El polinomio ha sido normalizado pars ubilizar la ecuacidn (3.53)
directamente.

4.1. Envolvente convexa del potencial de defor-
macion

Podemes utilizar la formala (3.53) para confirmar 1a no convexidad ¥ caleular
lz envolvente convexa del polinomio. Seglin esta ecuacidn 3a3 —8as = 0 paraque
(3.8) no sea convexo. S tamamos a; = —1,00381 ¥ 0, = 0,328166 (coeficientes
de ¢ normalizados para que d termino que muoltiplica & ¢ ses igual a 1) es
facil ver que 3ai — 8a; = 0397576 = 0, lo que confirma la no convexidad del
polinamio. También podemos encontrar los puntos ) - de la ecoacidn (3.52) (los
limites de la regidn convexa):

a. 1y
'E]_,g = —Is + I Eﬂg —Sﬂ-g

£, = 0,0933185 (11}
ty = 0108587

Es claro dela grifica para ¢ (figura 4.1) que éste permite dos configuraciones
energéticas para la muoestra que estd bajo estudio, cuandola deformacidn es baja
{¥ por lo tanto el estrés al que esta estd sometida también lo es) la muestra ==
mantendré, principalmente, en el nivel de energia correspondiente a ¢ < 0.3,
Este intervalo, sepin las figuras 2.20 ¥ 3.1, comprende buena parte de la curva
vy estd apenas adentréndose en la regidn del endurecimiento por deformacicn.
Pasado el estrés maximo que soporta el material éste debe empezar & presentar
una configuracidn deenergia més alba en su estructbura microscdpica para poder
endurecerse, esta configuracidn la asociamos con la pequena calda de pobencial
que == cbserva cerca de £ = 0,4

El comportamiento que deberiamos esperar, respecto a la microestrucbura
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del material, depende del valor que tome ¢, para deformaciones pequenas es-
peramos que el maberial contenga una alts concentracidn de configuracidn de
baja energia, mientras que para ¢ cercanos al punto de fractura lo esperado
seriam una alta concentracién de microestrucbura con mayor energia | causante
del endurecimisnto por deformacicn).

En el caso de forzar al material a tener un ¢ que eské en la regidn de no
convexidad (0,0933188 <« ¢ <« 0,108587) esperariameos que & material escoja
unea combinacidn de los dos niveles de energia que le permitan minimizar so
energin de acuerdo con lo impuesto en el balance de energia de la ecuacidn 3.5,
Para confirmar estas suposiciones procedemes a plantesr el siguiente problema
variacional: minimizar

L
Ee) = | o0) +ut)) de (4.2)
0
gujeta a las condiciones de frontera

0y =0, e(L)=025 (4.3)

Una vez plantesdo el problems variacional podemos pasar a trabarlo con el
metodo de los momentos descrito en la seceidn 3.2

4.2. Solucion del problema

Este problema lo podemeos tratar con los métodos de la seccidn 3.2.1 ya que
cumple con todos los requisibcs necesarios. La versidn discreta del problema
como relajacion semidefinida =e puede escribir comeo:

min Eimir;)) =

miz. )

Z cxMizTe ) + cama(r ) +eomyiT:) + |20 + Zml(rj]ﬁrj Ary (4.4}

=1 i=1
sujeto &

Z mi(r)Ar = 0y — g, (1.5}

v & que la matriz de Hankel de los momentos

1 'iﬂ".L]_I:I'I'} mgiri}
Hir) = milz) malr) malr) (1.6}
malr) maird mylr)

sea definida positive. En estas ecuaciones & es el nimero de puntos en el que
dividimos el intervalo [0,£], Ar; = &, ¢z = 508,319, c5 = — 155487 y ¢y =
1538 87, Procedemos a presentar los resulbados que se oblienen al resolver el
problema de optimizacian (4.1)-(4.6).
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myfr;) MalT:) malT;) myT:)
T, | 0.0970171 | 0.0110555 | 0.00189916 | 0.000538152
T, | 0.0977761 | 0.0113862 | 0.00203169 | 0.000531356
Ty | 0.0986907 | 0.01179% | 0.00219711 | 0.00065315
T, | 0.0938293 | 00123164 | 0.00241114 | 0.000716114
Ty | 0.101311 | 0.0130092 | 0.00269779 | 0.000863156
e | 0.103348 | 0.013981% | 0.008310337 | 0.00102921
r- | 0.106386 | 0.0154555 | 0.00572275 | 0.0012835
rg | 0.111507 | 0.0179752 | 0.00478765 | 0.00172149
e | 0.122221 | 0.0233024 | 0.00704833 | 0.00265264
Tip | 0158804 | 0.0416153 | 0.0148107 | 0.00586521
Ty | 0328995 | 0127028 | 0.0512269 | 0.020871d
T, | 0377028 | 0151181 | 00615394 | 0.0251375
s | 0.38937F | 0157432 | 0.0642251 | 0.0262557
T, | 0395005 | 0160306 | 0D.0684741 | 0.0267814
e | 0308259 | 0161991 | 0.0662163 | 0.0270982
T | 040041 | 0163121 | 0.0667223 | 0.0273176
T+ | 0401957 | 0163948 | 0.0670991 | 0.0274837
Tig | 0405139 | 0164532 | D.0673977 | 0.0276L76
g | 0404082 | 0165115 | 0.0676452 | 0.0277E04
Ton | 0404861 | 0165557 | 0.0678577 | 0.0278287

Cuadro 1.1: Momentos dptimos para el problema (4.4)-(4.6).

Para encontrar los valores de los momentos myir,), 7 = 1,2, 3,1, del proble
ma (11)-{16) utilizarmos & software de optimizacion AMPL [12]. El soluciona-
dor utilizado para tratar este problema fue ENITROTM, un solucionader para
problemas de optimizacidn no lineal que utiliza un algoritmo de tipo interior (o
de barrera).

Este programa encuentra los valores dados en el cuadro 1.1 para los momen-
toe dphimes, con estos momentos podemeos reconstruir 1a medida de probakpili dad
i para cada punto siguiendo los pasos describos en 1a seccidn 3.2 Es claro que
nos encontramos ante un caso en & que la medida de probebilidad tiene ua
soporte doble ya que mi(ry) < (mé(r,))* Para encontrar los soportes y pesos
correspondientes utilizamos las ecuacidn (3.358)-(3.36), estas cantidades estin
caleuladas en el cuadro 4.2, En este caso particular los soportes () ) estdn re-
lacionades con los dos posibles niveles de energia estables que se observan en el
potencial de deformacidn de la figura 1.1, note que los dos soporbes mantienen
& mismo valor para todos los puntos de la malla y que t(1;) < tz(T;). El peso
Ariz:) nos indica la proporeidn del material, que bajo una deformarcion T, es
coge la configuracidn energética correspondiente a t1(r;). Es claro de d cuadro
1.2 ¥ de la figura 1.2, que entre mis se deforme el material mayor serd la pro-
porcidn del material que escoja el esbado de energia més alto. También es claro
que a medida que awmenta la deformacidn las proporciones entre los estados
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.-Jl.]_(ﬂi'l'} f]_(ﬂi‘l':l _Jl.gl::I'l'::l fg(ﬂi‘.‘}l

T 0883633 | 0.0917882 | 00163671 | 0.1112A1
T 0881727 | 0.0912161 | 00182733 | 0.110942
T 0973328 | 00321041 | 00206714 | 0.110723
T, 0976219 | 00922632 | 0.023¥A06 | 0.110453
Te 0872028 | 00921221 | 00273715 | 0.410183
Te 0966071 | 0.092B822 | 00333263 | 0.409312
T 0866348 | 00927124 | 0.0430623 | 0.30964
T 0.241215 | 0.0923031 | 0.0BAYEAS | 0.109368
Ty 0807741 | 0.0930643 | 0.0922531 | 0109037
T10 | 0.792218 0093226 0.207784 | 0.108831
Ty | 0.262203 | 0.0933882 | 0.747038Y | 0.1087419
Tz | 01010583 | 0.0935484 | 0.838247 | 0.108335
Tz | 00623351 | 0033703 0.837805 | 0.109053
11y | 0.0IB057D | 0.0938669 | 0954242 | 0409212
T | 0.0352382 | 0.0840233 | 0.9684762 | 0.409371
e | 0.0283215 | 0.0841782 | 0.8710V8 | 0.409531
T+ | 0.02481% | 0.0945315 | 0878481 0.103583
Tg | 0021275 | 0.0831833 | 0.078725 | 0.1098418
119 | 00187856 | 0.0846336 | 0.831211 | 0.410006
Tap | 0.0168151 | 0.0847821 | 0.833185 | 0.410163

Cuadro 1.3: Proporciones de los pesos (A, 2] ¥ puntos de soporte (f 2] de la
medida de probabilidad p,.

energéticos cambia

Una posible interpretacidn de este resultado se encuentra en [38] donde se
propone asociar cada uno de los estados enerpéticos con una fase =dlida distinta
del material . 8 interpretamos cada estado energético como una fase del maberial
seobserva claramente de el cuadro 1.2 que, en efecto, hay uns coexistencia de dos
fases distintas ¥ que la proporcidn en que cada una de estas se manifiests cambia
cuando el material es somebido & alzuna deformacidn especifica. Al legar a la
deformacicn maximea la gran mayoria de este material habré cambiado de fase
gdlida. Esto es consistente con la transformacion martensitics que se describe
en la seccidn 2.2.2

Otra posible interpretacidn puede darse, no en términcs de cambios de fase,
sino en términos de awmento de imperfecciones en el material Es bien cono-
cido que las imperfecciones (dislbcaciones, cambios de grano, ebe.) aumentan
la. energia eldstica del maberial ¥ lo hacen més resistente De hecho una de
las técnicas para el endurecimiento del acero es el awmento de la cantidad de
disloraciones presentes en este. Mo estd fuera de contexto proponer que la de-
formeacidn del material introduce o moalbiplica la cantidad de defectos dentro de
éste, viendose esto reflejado macroscdpicamente como un endurecimiento de la
muestra. En este caso la configuracidn energética alta estaria asociada a ona im-
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Figura 1.2 u(r) Va. . La linea rects representa un posible valor de la funcidn
u(r) que cumple las condiciones de contorno (u(0) =0 ¥ u(l1) = 0,25), mientras
que la lines de abajo moestra la recoperacidn de la solucidn a partir de los datos
de el cuadro 1.2,

perfeccién particular (o combinacidn de varias) mientras que la pequefa seria la
correspondiente a 1a celda original que lo campone. Tnterpretando los resulbados
de esta manera vermnos que a mayor deformacidn habria una mayor proporeion
de imperfecciones Vs, celdas bésicas

Por idltimeo, en la figura 4. 2 mostrameos la recuperacidn de w(r) & partir delos
datee de el cuadro 4.2, Adicionalmente se ha graficado la recta u(r) = 0,25r que
es una posible solucidn del problema. En esta figura se nota que 1a alternancia
en las pendientes de u describen un comporbamiento distinko al de la solucidn
u(r) = 0,25r.

Ez impeortante resaltar que el comportamiento oscilaborio que aparece en el
cuadro 1.2 muestra el balance energético que debe tomear la microestrucbura
de una barra soimetida & las condiciones de carga mencionadas cuyo material
constitutive tenga un pobencial de energin de deformacidn como el que hemos
tratado en este capitulo.



Capitulo 5

Analisis de Envolturas
Convexas Para Polinomios
Bidimensionales

En este capituln se describird el andlisis de la envolbura convexa de polino-
mios en dos variables fir,y) (cuyo comportamiento puede ser no comvexo), a
partir de los maomentos bidimensionales asociados & una distribucidn de proba-
bilidad soportada en el plano que representa una combinacidn convexa asociada
con la grafica de f. Finalmente mostrarermos comeo, & partir de los momentos
dptimeos encontrades come solucidn a un programea matemati co, se puede extrasr
la informacidn de la medida de probabilidad que define la envelbura convexa oo-
mo indica la expresicn (6). Este objetivo lo lograremes a través de programas
semidainidos que representan los momentos de una distribacidn de probabilidad
bivariada en sus variables de disefo.

Este problema tiene como proposito finel abordar el andlisis de problemas
variacion ales no convexos con aplicaciones a elasticidad no lineal. El tratamiento
presentado proporciona informacidn explicita para problemas de dos dimensio-
nes ¥ ademéis presenta una maners posible de constroir la medida dpbimea a
partir de sus momentos. Esba construccidn de la medida dptima en un problema
de elasticidad, representa la informacidn correspondiente a la distribucidn de las
microestrucburas que aparecen en placas compuestas de aleaciones particulares
como describimos previamente en (6). El potencial de energla de deformacicn
de esbas placas es, comunimente, una funcidn no convexa en dos dimensiones.

Es de nuestro interés estimar la envolbura convexa fo ¥ la medida dptima
del problemes de optimizacidn en medidas, que define la envoltura convexa en
cada punto, cuando fir,y) es un polinomio en dos variables. Empezaremos
describiendo cdmo =2 caleula la envolbora convesxa ¥ por Albimo se mostrara el
caleulo de la medida dptima mediante un cuidadoso procedimiento algebral co.

72
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5.1. Caracterizacion del problema

Supongameos un polinomio bidimensional f(r,y) estd dado por la siguiente
expresion general
flr,y) = Z LT (8.1}
0= i+iS in
El teorema de Caratheodory (beorema 1, pégina 56) establece que cualquier
punto en una envolbura convexa de una funcidn coerciva f =e puede expresar
oomo una combinacidn convexa queinvolucra a 41 punbos, cuando la funcidn
esta definida en &7 Por lo tanto se puede definir la envolbura convexs de la
funcidn coerciva f : 7 — K en el punto t como el siguiente problema de
optimizacion:

min’y e f{E) (5.2)

donde el minimeo contempla todas las combinaciones convexas finitas tales que
E:::: Apty =t Ademds sabemes que la combinacidn convexa que logra el dpti-
mo en (5.2) estéd compuesta por + 4 1 puntos a lo sume.

Este resultado permite incorporar el coneepto de distribucidn de probalbi-
lidad en el estudio ¥a que cada combinacidn convexa At + ... + At puede
identificarse con nna distribucidn de probabilidad discrets soportada en los pun-

tos t1,. .. tn con pesos Ay, ..., An respectivamente. L combinacidn convexa
O ST S W {5.3)

puede representarse en forma concisa como la medida de probabilidad

;.¢=i)u.,-§h (5—1}

donde §;, esla medida de Dirac soportada en el punto t;.
Por lo tanto, encontrar la envolbura convexs de f en un punto especifico
{e,b) admite una representacidn camo un problema de optimizacidn

Fola,b) = uEuff(,nd#(,n (5.5)

donde p representa la familia de medidas de probabilidad en el plano con mo-
mentos de primer orden iguales a los valores o ¥ brespectivamente. Por lo tanto
d problema de hallar la envoltura convexa tome la formea signiente:

fc(ﬂ',b} = I'—"]r;l;ﬂ Z Ty 5T 5 (5.5}

O=iisin

donde los m; ; son los momentos bidimensionales de una medida de probalbilidad
pen el plana.

FPara abordar el problemea de caracterizacidn de momentos bidimensionales se
ubilizan algunce resultados que permiten plantesr el problema de optimizacion
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(5.6) camo un programa semnidefinido [3, 21]. Asi, el problema en medidas (5. 5)
toma la forma de un programa semidefinids, porque la condicidn para que los
valores m; ; sean momentos bivariados es que la forma cuadratica

(mi+if,j+jf:D£i+j‘_:ﬂ;|:|‘_:f+jr£ﬂ} (57}

geq semidefinida positiva. Esta familia de problemmas se ha estudiado con profun-
didad durante los dltimes ancs ¥ por o tanto disponemeos de software comercial
para tratarlos [14, 41]. Abordaremce este punto en el Capitolo 11

A continuacidn explicaremos brevermente ¥ en formea simplificada algunas
condiciones que deben cumgplir los momentos bidimensionsles. Posterionmente
utilizaremes estas condiciones para estimar la envoltura convexa de superficies
polinomiales. Daremos, finalmente, unos ejemplos especificos.

5.2. Implementacion del problema

Teniendo en cuenta que al polinomio hidimensioneal (5.1), en el punto €, le
corresponde una distribucidn de probabilidad dptime con momentos algebraicos
bidimensionales m, ;, que resudven el programa mabtemético (5.6). Donde m, ;
es el momento asociado & la funcidn »'y' de la medida g

m ;= /:t'iyj dplr, o). (5.8}

Podemos expresar el analisis de una envolbura convexsa como la minimizacion
de la combinacicn lineal en (5.6) ¥ la reconstruccidn de la medida dptima pg* &
partir de los valores dptimes m .

La restriccidn sobre & programa matematico (5.6), para que éste sea un pro-
blema sobre momentos, consiste en garantizar que la matriz m esté compuesta
por momentos. Luego, debemeos ser capaces de caracterizarlos apropiadamente.
Para ello emplearemos matrices

Mm=(Mipi it 0Li+jEm 028 +5 <n) (5.3}

denominadas matrices de restriccidn. Para que m cumpla los requisibos men cio-
nadcs debe ser semidefinida positiva ¥ tener una formea particular en su estric-
tura interna [9, 21]. Explicaremes la forma para obbener la matriz de restriccidn
™

1. Se crea una babla cuys primera fila contiene a las funciones rfy7 donde
0=Zitjan

2. De ignal maners se ubican log mismes términes de la primera fila en la
primera columna de la tabla de manera vertical {en el mismo orden).

3. Para completar todas las entradas en & interior de la talbla, == realiza la
multiplicacidn entre cada elemento de la primera fila v cada elemento de
la primmera collumna,
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4. Finalmente cada funcidn obtenida se cambia por su momento bidimensio-
nal correspondiente

"y —— M (5.10}

Este paso equivale a calcular los elementos matriciales dem.

De esta manera se encaentra la forma interna de la matriz semidefinida de
restriceidn, su estruckura ¥ su definicidn positiva garantizan que setrats de una
matriz de momentos bidimensionales [3, 18, 18, 20, 21].

Ejemplo

Analizamos ahora el caso particular de un polinamio general de cuarto orden
{bidimensional). El cuadro 5.1 muestra la matriz m con las funciones obtenidas
gepin los pasos 1.2 v 3 descritos en 1a seccidn anterior.

La|

N
11 = y T Ty 3
r | r 2 ry o riy oyt
y |y Ty oy vy owmt
3 | g2 riy TR
ry | ry iy omyt oty iyt or
vt y® oryt P wHt omf

Cuadro 5.1 Tabla de funciones para restriccidn.

Al convertir los diferentes tériminos que aparecen en la matriz antericr en sus
respectivos momentos, obtenemos la forme deseads para una matriz de restrie-
cion. Recordemeos ademas que esta debe ser semidefinida positive. La matbriz que
emplearemos para calcular envolturas convexas de polinomics de grado cuabro
es

Moo Mg oL M Ml Moz
Mg Wy 11 Map Mzl iz
Mol M1l Mgz Mzl Mz Moz (5.11}
fHzo TR TRI1 Mo TRl ez
fHL1 T3l fR1z T3l TRaz  TNL3
oz TRz TRgy Maz Mz Moy |

Porlo tanto & problema de minimizacidn de acuerdo al programa (5.6}, para
en contrar la envolbura convexa de un polinomio come el que aparece en (5.1, se
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puede plantear de la signiente manera para el caso particular de coarto orden:

Minimizar E Ci 7 5
Ogi4isd

Moo Mo Mgy Mmoo Ml Mos
T T 11 Man Map Mis
Mg M1 Moz Mz Mz Moz =
Mag Mag My Mg Mar Mas |
™11 MMz iz Mar Maz Mz
Mgz M1z gz MMaz Mz Moy

(5.12)

sujebo s

Donde la matriz de restriccidn debe ser semidefinida positiva ¥ los momentos
Moo, Mg , Mgy estian dados por las condiciones del problem a:

= fMgg =1, debido & que estamos tratando con una distribocidn de probabi-

lidad.
. Mg =0
= Mg =b

Mg = @ ¥ My, = b porque aplicamos el tecrema de Caratheodory en el pun-
to (a,b) del plano para hallar alli la envolbura convexa de f. Nobemos que el
problema. (5.12) tiene la forma estin dar de un programa semidefinido.

Es claro entonrces, que para cada punto debermos resclver un programa ma-
temnatico como (5.12). Asi podremos estimar la envolbura convexa de un poli-
nomio bidimensional en nna regidn particular del plano. Es conveniente exhibir
una separacion de la matriz de restriceidn entre los parametros ¥ las variables
como se muestra & conbinuacion:

Minimizar E Ci MM

Osi+isd

(1 2 b 000 [0 0 0 mag My Moz

a 0 0 0 0D 0 ey 1] Man My Mps

& 0 000D D mu Mo: Ma Mz Mos
2 0g 00 0 0 0|V |me mw My Mg Mer Maz| SO

ooo o 00 My My Mya May Maz M

n oo o0 an Moz M1z oz iz Mz Moy

5.13)
El cual corresponde a la forms estdndar de un programa semidefinido éﬂﬂde
gus restricciones estin dadas & partir de one combinacidn lineal de matrices que
debe ser semidefinida positiva (LMI : Linear Matrix Inequality).
La forma penersl de un programa semidefinido es e siguiente:
min  er
= {514}
ga Aryi=Ag+riAd+. . +rndAn 20
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Dande, * = (T1,...,Tn]) es un vector de inedgnitas escalares (variables de deci-
sitn o variables de disefio). Ag,. .. ,An son matrices simétricas dadas, ¥ “2 0™=e
ubiliza para indicar “semidefinido positive™.

Este tipo de restriccidn es precisamente la que tenermos en el problermna (5.13)
que define una envoltura convexa Por lo tanto podemos emplesr rutinas comer-
ciales para resolver programas semnidefinidos. En este caso abilizameos 1a toolbox
LMT Control de Matlab 6.1% [11], volveremos sobre este tema en & Capitulo
11. El algoritimo empleado se muestra & continuacion:

function fopt = envoltura?D{a,b,c)

ADEFINICION DEL PROBLEMA4 LMI

HENTRADAS:

% oar Punte X del plane

% b Punte ¥ del plane

% oi Coeficientes del vector de funcién ebjetive

¥Inicializa toolbox LMI

setlmist[]1);

¥Matriz de coseficientes constantes
A=[1ab000;200000:;00000;000000;000000;00
000 ol;

¥Matriz de estructura dende el numero indica la

¥variable asociada
=[000123;0124606;02366:8;1467 9 10;2E6 83 10
11;3 6 8 10 11 12];

¥Definicidén de la variable

[¥]=lmivar(3,3);

¥Definicidén de la restriccidén

lmitermf[-1 1 1 X],1,1%; 1lmitermf{[-1 1 1 0],4);
YAlmacenamiente del problema

[MI=s = getlmis;

¥Resolucidn del problema de optimizacisn

fopt = mincx(LMI=,c);

Fara ilustrar la eficacia del algoribme analizemeos un polinomio de cuarto
orden, commeo:

flr,y) = {:r‘" +yt — 3T {5.15)

Para hallar la envoltura convexa de esba funcion ubilizasmeos el programa
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makemakicor

Minimizar fgg + Mgy — Mas
(1 a & 00 0] [0 0 0 msx My Moz
a 00 oo ] ] M M1 Mag a1 M1z
t 0 0 ] 0 ] ] 11 Moz MMag 12 Moz

=8 ooonaQan + e Tan Mz Myn Mar M 20

D D D D D D 11 Tap i1z MMap ez Tz
_I] n o oan D_ Moz iz Moz Mz Mz Moy

-e -1m

(&) Srafica de la suparficia

LT |

(b) Envoltura convexs respective
Figura 5.1 Superficie ¥ su envolbura convesa

La superficie del polinomio original ¥ su envolbura convexsa se muestran en
las gréficas 5.1{a) ¥ 5 1(b) respectivamente. Para obtener estos resulbades se
emples el algoritmo mendonado sobre la regién [—1,5, 1,5]® Esto demuestra que
la envoltura convexa de un polinamio bidimensionsal == puede obbener mediante
una cuidadosa aplicacidn de técnicas de programacidn convexa.

El paso siguiente es utilizar estos valores dpbimos para hallar la medida
dptima que define la envolbura convexa de la funcidn con sus soportes ¥ pesos,



53 CONSTRUCCION DE LA MEDIDA 0

de est s forma se logra reconstruir ¥ obtener 1a combinacidn convexa que permite
expresar a f.(o,b) en términcs de unos puntos sobre la grifica de f. Esta esla
nformacidn que determing la microestrucbura en modeos variacionales para
elasticidad.

5.3. Construccion de la medida

Toman do como punto de partida la suposicidn que los valores
m:J,Dﬂ_‘:i+jﬂ_‘52n {517}

sonforman los momentos dptimes del programea semidefinido (5.13) procedemnos
a.la construccidn de los medida dptima que resuelve el programa. (5.5) ¥ contiene
la informacién de la envolturs convexa de f en el punto (a,b). Con este princi-
pio podrermos analizar la enveolbura convexa, a partir de los momentos dptimos
bidimensionales encontrados mediante el procedimients deserito en la seccidn
anterior, que =e resume en la sclucién del programa matemnatico (5.16) para un
polinamio de cuarto orden.

Es de nuestro interés obtener la medida de un polinomio bidimensional de
cuarto grado. A conbinnacidn mostramos los pasos a seguir ukilizando un andlisis
basado en los mamentos de las distribucones de probabilidad marginales:

1 Se determinan dos polinomics Fir) ¥ Fly) & partir dd determinante de
e matriz de Hankel construida con los momentos dptimos de las distribo-
ciones de probabilidades marginales para T e !

_méﬂ ml_n m:':?n méﬂ_

— wm Mg Mz My

FE = |my mi mly mi

1 T T ¥

(5.18)

Meg Miy Moz M
Mgy Mgy Moy My
Fia) = oL MMoa 3
D= mt, mey mg, m
1oy oy
El momento marginal ml, es igual a 1 puesto que se trata de una distri-
bucidn de probabilidad, m}, = o, m}, = b porque aplicames & teorema
de Caratheodory en & punto (a,b) en el cual se necesita reconstruir la
medida dptima que determing la envolbura convex s

2. Be procede a construir el soporte de la medida dptitma

3
p=3 b 4 (5.19)
=1
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la cual segin el teorema de Caratheodoty debe tener 3 puntos & lo suwmo
(i =1,2,3) puesto que se trata de una superficie bidimensional, por lo
tanto establecemos tres procedimientos de acoerdo con los menores prin-
cipales de las matrices de Hanlkel en (5.18).

» Caso (i} Se mnalizan los mencres principales més pequefos de cada
matriz independientermente (menores de tamafo 3 x 2).

miy mb m,  m

1o MM oL Moz

Dado que los determinantes de estas subimatri ces son nulos, el soporte
coincide con solo un punto £y = a (Soporteen el eje X) y £y = b
{Soporte en el eje 1), por lo tanto es una zona de convexidad en la
funecidn.

=0 (5.20)

» Caso (i) Se analizan, independientermente, los menores principales
de tamano 3 x 3, puesto que los menores principales de tamano 2 x 2
gon positivos.

L] * L]
Meg  Mig X Mo Mo
H . Sll=0a , Lil=n0 (521}
Mo M o1 Moz
L] L]
Mop Mg Mg Ton g Mo
L] L] L] _ - L] L] L] —_
mig mig mi||=00d |[my mes ms||[=0 (52T)
L] L] L] L] L] L]
min, Myg M Mh Mis My

80 el determinante de esta submatriz de tamafio 3 % 3 ez nulo, el
soporte coincide con dos puntos (fx,,fy, ), (fx,, %) ¥ se determinan
hallando las raices de los polinomios:

* * * * L] *
Moo Mo Mag Mog Mgy Mga

—_ L] * * z _ * L] *
Flty)=||mly mik mi g Bity) = [|mf mb ms
1 ta 5 1 4% 5

» Caso (iii}: Cuando los menores principales hasta dimensidn 3 x 3 son
todos positivos, entonces, en este caso debemos tomar un mencr de
dimensicn 4 que define los siguientes polinomios:

L] L] L] L] L] L] L] L]
mEﬂ m io mfn m % mEo 'iI'T.lEI L mE, a mt;.,‘3
Fli«l =M Mo Mag Mg S Pkt = | |Tor Moz Mox oy
x h ¥ ' ¥ o iy + ' ' 1
s Tag Typ Mgy Moy oz gy Mog
1 ty ti ti 1 ty tf, t‘f,
(524}

En este caso el soporte se halla tomando las raices de cada polinomio
en la expresidn (5. 24), las cuales son reales y diferentes. Por lo tanto
la sclucidn de los x (tx; donde 4 = 0...3), tales que Fit,) = 0
coincide con los puntos de soporte en el eje 1 ¥ la solucidn de los y
{ty: donde i = 0...3), tales que F(t,) = 0 coincide con los puntes
de soporte en el eje ¢
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3. Por dtimeo, cbtenemos los pesos de la distribucidn para recopnstroir la
medida de probabilidad completamente. Estos pesos representan la com-
binacidn convexa que define la envoltura convexa de f en términos de su
grafica Por lo tanto se pueden asighar a los pantos halladeos anteriormen-
te. Ellos z= pueden obtener de acuerdo a los determinantes de los mencres
principales de la matriz de Hankel ilustrados en el caso anterior. Es decir:

» Cazo (i) El peso p = 1 cuando =dlo existe un punto de soporte,
entonces la probabilidad estd concentrads toda en un solo punto.
Las distribuciones marginales de la medida dptimea estén dadas por

sy =8 py =8 (5.28)
De tal maners que la medida dptitna ez una medida de Dirac:
pt= a(*x#r] (5.26)

» Caso (i} Los pesos para las distribuciones marginales de la medida
dptima == obtienen segin la siguiente ecuacian:

f_'{g—ﬂ ﬂ_f.'-‘l'.l
PO T et M Gt (5.27)
_ tya—b b=t -
#Yl_frz—frl #rg_frz—frl

Daonde (a,b) es el punto donde queremos obtener s medida ¥ £;;,1 =
X.Y,j = 1,2 son los soportes obtenidos en el caso (i) del paso
anterior como raices de F en (5.18). La medida dptima estd dada
per:

pa = paidey, tpasdig py = pridne +pr e (5.28)

» Caszo (iiij: Los pescs u == obtienen resclviendo el sistemna. de ecuacio-

nes lineales:
* *
Mg tx1 txz txa HMio Mgy ty1 tyz tys Hol
" 3 2 v | |z z z
Mg | = f;r.]. Tz f.;r.s M Mos | = f;’l f;’z f;’s Haoz
L] *
Mlag ti1 ﬁr.z tas 30 Mo tv1 trz trs

5.20}
Por lo tanto, en el caso més genersl existen tres pesos para.{n:a.da.
distribucidn marginal, que corresponden a los tres puntos de soporte
de la medida dptima bivariada en el plano, loz cusles =2 asignan en
el mismo orden a cada ono de los soportes margineles.

Generalizando ¥ siguiendo los pasos anteriores podemes construir las dis-
tribuciones marginales para cada uno de los ejes de la siguiente manera:

[ E
H= ) phoeg Ea, By = phda iy, (5.30)

=1 =1
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Donde & es el nimero de puntos de soporte encontrados, 1 £ & < 3. De
marera que la medida dphima bivariada, que recoje la informacidn sobre
la envoltura convexa de f en el punto (o, b) ¥ de agui la informacidn para
la microestructura en un problemas variacional de elasticidad, se encuentra
como el producka directo de las medidas marginales dptimas de (5.30).

Es= decir:
B = (R 1y (5.31)

Para implementar este algoritmo se ubilizo Matlab 61% como se muestra a
continuacidn:

function [mu,tx,ty,de]l=medidaciDfa,b,cota,Mx My
YEntradas:
% = Punto de prueba para la reconstruccion de la medida en X
% b: Punto de prueba para la reconstruccion de la medida en Y
% cota: Cota de prusba
% Mx: Momentos marginal en X
% My: Momentos marginal en Y
#3alidas:
% mu: Pesos de la medida
% tx: Soporte en x
% ty: Boporte en ¥y
[mux,tx ,dex]=soporte(Mx,a,cotal;
$Halla soporte ¥ pesos en X
[muy,ty ,deyl=soporte(My,b,cotal;
$Halla soporte ¥ pesos en Y
[t1,il] = sortfmux);
[t2,i2] = sortfmuy);
mu = [t1;t2];
tx = txlil)
ty = ty(iz)
function [mu,t,del=soporte{mom,a,cotal
YNERIFICACION DE FUNTO3 DE SOPORTE

M=1[1 a;a mom{13]; ¥Primer meneor
de{1)=abs(det(M)};

if (abs{det(M)i<=cotal

YDeterminante mencr gque una cota, sole soportade en un puntoe

t =m; ¥Metode (i}

mi = 1;

alse

H=[1amnomf{l);a mom{1) mom{2);memfl) momf2) mem(3}];

de{2)=abs (det (M) );

if (abs{det(M)l<=cotal

[mu,t]=recpuna?{mom,a) ; %Metode (ii)
alsae
[mu,t]=recpun?D{mom,a) ; %Metode (iii)
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ond
ond

Procedemos a comprobar el algporibmo con alguncs polinomics de cuarko
orden especificos:

Ejemplo 1

Sea f(r,y) = 1" +¢* — By, la grafica 5. 2(a) muestra la superficie original,
la gréfica 5.2(b) moestra la envolbura convexa caleonlada con el programa ma-
termdtico (B.6) ¥ (5.7). Eligiendo el punto (0,1;0,1) 1a grafica 5.2(b) muestra la
forme en que se descompone la envolbura convexa de §f como una combinacidn
de puntos en la grafica de f. Observe que se pueden visualizar los puntos de
soporte unidos por una linea recta.

porte

SO AN OO Y Y 3N

(t) Envwoltura conwvexs respective oon sus puntos
de soporte

Figura 5.2: Superficie ¥ su envoltura convexa

Con el algoritimo de reconstruccidn de la medida dptima se obtiene que la



84 CAPITULO 5 ANALISIS DE ENVOLTURAS CONVEXAS EN 2D

medida en el punto (0,1;0,1) es:

j.l!-;-_ = DJ—.IEEES_]_,]_]_E]_ + D,E—l—l?a]_,]_lgg

Y =015534 05117 (5.32)
My ) —1us + 4, 11180

En este gjemplo vemeos que la medida que resuelve la envolbora convexs del
polinomio f estd dada por dos punbos de soporte en el plano:
T,y = (—1,1181, -1 1181} ¥ (zs,ys) = (1,1180,1,1180) (533}

Con probabilidades
Ay =0,1563 Ay =0517 (B.34)

Esta es la informacidn que nos pertmite deberminar la mimcoestructura en un
modeln variacional:
j.l!-‘ = .Jl.]_a_]_,]_]_:]_,]_]_ +.Jl.3§(1,11,1,11:| (535}

La figura 5.3 moestra la manera de representar el soporte ¥ su descompo-
sicidn con los respectivos pesos. Dado el punto (0,1,0,1), el mébodo propuesto

1a

Fbsn‘r'q:r:ljdd? ______ i______.:_T
1
1
1
1
1
1
1
1
|

Figura 5.3: Soporte ¥ pesos para el punto (0,1,0,1)

busca la medids dptima que resuelve la envoltura convexa, los cuales se reflejan
en los puntos de soporte, ¥ sus provecciones con respecto a cada eje representa
la distribucion marginal con la cual == asignas este soporte. En este ejemplo 1a
médida dptima (5.35) estd soportada en dos puntos.

Ejemplo 2

Alora consideremeos el polinomic

fly) = (2" + ")z - 1+l - 1) - 27 + (g + 1.
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Como ejemplo tomameos el punto (0,5;0). Siguiendo el proceso algebriico expli-
cado anteriormente obtenemos las distribuciones dphimas marginales como se
mnestra & continaacion:

ph = 016675, + 01667, + 0,6674q

5 36
uh = 0/16678_ 4016674, + 0,6674, (5.36)

Por lo tanto, la medida que resuelve la envolbore convexs f en este punto, tiene
lns siguientes puntos de soporte:

(ry) = (3 -1 (T 4e) = (L 1) (rs,3) = (0;0) (5.37)
con probabilidades:

A = 01667 Ay = 0,1667 Az = 0,667 (5.38)

De esta manersls médida dptima que lograel andlisis dels envolbura convexs
en el punto (0,5, 0) es:

pr=da g 4 dedi Fladoe (5.30}

Las figuras 5.4{a) ¥ 54(b) muestran la superficie ariginal ¥ su ensvolbura
convexa junto con los soportes unides por una lines recta.

La fignra 5.5 muestra el soporte v los pescs para este punto. Acd == puede
observar que la medida estd construida por unos puntos lemados soporte, que
ge proyvectan sobre cada uno de los ejes ¥ cada proyeccidn posee un peso que
ge interpreta, como la medida de probabilidad marginal de la medida optima
que define la envolbura convexa para un punto. Dado que el punto es (0,5, 0)
se encuentra mas cerca del soporte ([, 0}, la probabilidad que esté soportada en
este punto es mayor que las demés. Motameos que esto tiene sentido porque =e
trata de una combinacidn convesa.

Ejemplo 3
Para el polinomic del ejemplo anterior
flo,y) = (¥ +o){r — 11 + (y — 1)l - D3+ ([ +1)°).

Tomames otro punbo arbitrario; (2;3) ¥ aplicamos en él el procedimienta des-
crito, obbenien do asl las medidas marginales dpbimas:

L
a0 (5.40)
My = da
que determinan la medida dptima de Dirac:
l.’.l!-'I = 53;3. (5—11}

Lo que quiere decir que la medida estamos en ana zona de convexidad de la
funcicn. Este caso se muestra para verificar el alporitmo ¥ demeostrar que el
proceso menconado es capas de distinguir entre zonas convexas ¥ no convexas
de la funcidn polindmica deseadsa.
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ta

(t) Emvoltura convexs respective con sus puntos
da zsoporta

Figura 5.1 Soperficie ¥ su envolburs convexs

12 T T T T T
s ST -
Poged 0657
Paso’ =0 85T
o i
Soporte i
_aal S p—— .
4k B S i -
ia i i i i i
-1 -0.3 o oa 1 1a 2 2.1

Figura 5.5 Soporte ¥ pesce para el punto (0,5, 0)
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Ejemplo 4
Alora consideremeos el polinomio

fley)=r" +y' — 10y
¥ calculamos la medida dptima para el punto (0; 0), obtenemos:

#_'.'{ = I:Ijﬁa_l’,s,‘;ga + 01551,57‘90

542
#;r = D,Ea_l,f_,‘;g:. +D,5l5]_,5‘fgc| { )
commno sus distribuciones marginales ¥
. 1 1
po= 35—1,5?9;—1,5?9 + ;51,579;1.,579 {543}

que representan la combinacion convexa de f en el punto (0;0).

Las figuras 5.6{a) ¥ 5.6(b) muestran la superficie original ¥ su envolbura
convexa junto con los soportes unidos en una lines recta

La medida que resuelve la envolbura convexa estd soportada

(r,yn) = (1570, —15870) ¥ (ra,y:) = (157D, 157D} (544}

oon probabilidades de 0,5(50 %) ¥ 0,5(50 %) respectivamente. Para analizar un
poco mejor este caso equiprobable, ilustramos la descompeosicidn en la figura
5.7, donde == observa la simetria de la sibuacidn.

Ejemplo 5
Para el polinomio
flr,y) = (1= 27) + 2y +47,

estimamos la medida dptima en el punto (2;2). Al aplicar el algoritmo imple-
mentado se obtienen las distribuciones marginales dptimas:

j—ix=53

518}
My = b {
que determinan una medida dptima,

j_i.‘ = 53;3 Iiﬁ-lﬁ]l

Lo quesignifica que el punto pertenece a una zona de convexidad del polinomio,
ya que los pesos son unitarios ¥ el soporte se presenta en el punto de proeba.
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ports

(t) Emvoltura convexs respective con sus puntos
da zsoporta

Figura 5 6 Soperficie ¥ su envolburs convexs

L
Sopmi
, P13 S il St
1
i
1
: '
f’f [
- I
I
. i
- 1
I‘-'.:I: as - !
1 . "\ P 4 19
1
1 -"f’-
: Funka ()
| -
1
1
1
-t EoUITEoID LI M T
i somh
= —in - —au ] ™ v ™ z

Figura 5.7 Soporte ¥ pesos para & punto (0, 0)



Capitulo 6

Problemas Variacionales No
Convexos en Dos
Dimensiones

En este capitulo aplicanos el mébodo de los momentos a problemas varia-
cdonales no convexcs utilizados como modelos en elasticidad Comenzameos ex-
pandiendo & método de los momentos descrito en el capitulo 3 para problemas
variacionales en una dimensidn a su equivalente bidimensional. La expansion al
caso bidimensional nos oblige & btomar un nuevo tipo de restricciones sobre el
gradiente de la funcidn para poder encontrar soluciones, o sucesiones minimi-
zantes, adecuadas. Estas restricciones incrementan de una manera considerable
la complejidad del problema ¥ por lo tanto se deben tratar con cautela, presen-

tamos un esquerma simple que incorpora, también, las condiciones de contorna
dentro de este nuevo tipo de restricciones.

Trataremos el caso del calculo de envolventes convexas de superficies no
convexas que, como bemos visto en los capibules antericres, estd intimamente
relacionado con los problemas variacionales. Presentames una descripeidn deba-
lada del proceso de discretizacidn que se debellevar & cabo para transformar un
problema variacional & un programa de programacidn mabeméabi ca. Para llustrar
& proceso total de discrebizacidn ubilizames un problems particalar de la forma

jﬂf (1_(%)3):(%):“3(1:?) drdy (6.1)

y finalizameos la seccidn preseatando tres casos con condiciones de frontera dife-
rentes. Por dltimo hacemes ung sinkesis delos resulbados del capitulo ¥ aplicamos
estos metodos & problemas de elasticidad en placas, en parbicular al caleulo de
microestrucburas.

59
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6.1. Meétodo de momentos para superficies

MNos proponemos analizar problemas vari acionales no convexos que se puedan
expresar de la siguiente formea:

min I{u) = fn f(f‘a‘u{z,y}) dhr iy (5.2)

sujeto &

H|Bﬂ =g (6.3}
donde f es una funcidn no convexa ¥ u la familia de todas las funciones adimi-
sibles definidas en £2. Para el caso en que § es convexo ver [1]. Recordamos que
perael caso particular de cdleulo de microestructuras de materiales f proviene
de un potencial no convexo de energia de deformacidn.

Para analizar esta clase de problemas no convexos ubilizameos la formnlacidn
de las medidas de Young de la seccidn 3.2, Debemeos introducir, por lo tanta,
el funcional generalizado equivalente a 7 en la ecuacicn {3.17}, con condiciones
de contorno apropiadas ¥ la familia de medidas de probabilidad (medidas de
Young) soportadas en el plano:

i) = [ ([ 15,0 neatsn)) ooy (5.9
Fulz,y) = fm (5,1} disa (5, ) (6.5)
¥ la condicidn de contorno (6.3). Aqui

vo={pe o (r,y) € 2] (6.6}

es una familia parametrizada de medidas de probabilidad soportadas en el plano.
Cada uno de esbos conjunbos v se conoce como una medida de Young, por lo
tanto el funcional generalizado § estd definido en la familia de todas las medid as
de Young.

La tecria de medidas de Young [4] predice que la funcién generalizada (6.1}
tiene una medida de Young minimizadors v* = {&. , : (z,y) € {] que provee
informacidn sobre las sucesiones minimizantes del funcional T definido en {£.2).
Por lo tanto f-!’un(r,y]l — di, , en medida, siempre que u, sea una sucesidn
minimizante del funcional J. Ademds las medidas parametrizadas dptimas g, ,
repre=sentan la microestroctura del material que es nuestro inberés primordial

De ignal forma que en (3.2}, el funcional T tiene un minimizador dnico s ¥
sdlosiel fundonal generalizado 7 Hene un minimizador #* conformado solamente
por medidas de Dirac, que en este caso Henen la forma Gz y = Sﬁutz,” con ¢t
un minimizador para J

En este capitulo trataremos funciones bidimensionales que tengan forma
separable

fst) =D as'+) bt! (6.7)

=0



62 ENVOLVENTES CONVEXAS BIDIMENSIONALES L

oOn Ban, ba- 2 0 Estas funciones son polinomics en las derivadas parciales de la
funcidn objetivo.

6.2. Envolvente: convexas bidimensionales

Recordeinos que para el caso de un polinomio unidimensional es posible
definir su envalvente convexa como (ver ecuacion (3400}

fett) = min | 0) i),

donde p representa la familia de todas la medidas de probabilidad con media £
En este caso cada medida de probabilidad representa una combinacidn convexa
de puntos sobre la recta resl. Por o tanto la medida

Bo=Ady + Aade,

que soluciona (310}, representa la combinacidn convexa que satisface

Auty, fit)) + Aalta, fta)) = (2, fo(2)).

Sabemos que [ estd soportada, a lo més, en =5l dos puntos gracias al teorems,
de Caratheodory de analisis convexo (teorema 1 en la pagina 56).

En la seccidn 3.2.2 mestrames que el caleuln de la envolvente convexa para
g polinomio f en una dimensidn se reduce a resolver el problems semidefinido

in
[E] = t [
f(tl=ta+01 +I:El-lfk2ckmk

sijeto a
1 t M Mn
t Tz ms gl
Mz Mg M43 e~ 0
My Mpy1 Mpagz - TMag

También mostramos que utilizando el procedimiento algebraico, ((3.35)-
{3.37}), podemos obtener la medida dptima a partir de los momentos dptimos
que obtenemes de la solucidn del programea semidefinido (3.31)-(3.32).

Cuando § tiene forma bidimensional separable como aparece en (6.7) su
envolwente convexa se define como

felz, ) = min L flo,y) dulo, ), (6.8)

donde p representa la familia de todas las medidas de probabilidad soporbadas
en el plano que satisfacen

(5t)= L (o, v) duie, ¥). (6.9)



82 CAPITULD 6 PROBLEMAS VARIACIONALES EN 2D

En el caso de polinomios separables podemos utilizar un resultado bien cono-
cido del andlisis convexo [1]: La ensoltente convera de wna funcidn separable es
la suma de las enuolienics conueras de sus compone nles. De este resultado ¥ 1a
explicacidn de envolburas convesxas en una dimensicdn del capitolo 3 queda claro
que la envoltura convexa de §f se puede calcular con el programa matemati co:

in 3
f{s, ) =00+t +ars +bit+ min > ami+ Y by (6.10)
MM
=% =z
sujeto &
5 My My
My s TMnt1
s Ma My Crr Mg =0 {5_11}
M TMptr Mapz 0 THan
t Pz = P
bz Ps a0 Pr4x | =00 {612}
PFr Pr+1r Pr+z 0 Par

donde ¢ 0 indica que la mabriz debe ser definida positiva. Los valores dptimeos
s, ..., Man, Pz, . .., Por, Que 52 obbienen de resolver & programa (6.10)-(6.12)
permiten determinar la medida dptima # que satisface (6.8).

Desde un punto de vista practico, 2 es el producto direcko de dos distribo-
ciones unidimensionales independientes B ¥ Br ¥ por lo fanto tenemos

f=fs®br (6.13)

donde s representa la envolbura convexa del primer polinamio en (8.7) ¥ Er la
del segundeo polinomic en B. 7. Por lo tanto las distribocdones marginales 25 ¥ B
ge obtienen de los valores s, iz, Ms ¥ 1, Fa, fs, respectivamente, de la misma
formea comeo se obtiene la distribucidn para e caso unidimensional Finalmente es
impeortante notar que la medida dptitma & = Gs & Er detenming la combinacidn
convexa que define la envoltura convexa del polinomio separable f en el punto
{#,t] ¥ por lo tanto nos brindard la microestructura presente en un modelo de
elasticidad.

6.3. Aplicacion

IMuestro interés estd en estudiar problemeas variacionales no convexos como
{B.2)-{6.3) cuando f tiene la forma general (6.7). Motamos que la minimizaciin
directa del funcional (f.2) nos lleva a un problema de optimizacidn no convexo
que puede no ser tratable por algoritmeos de minimizacidn estandares, dada la
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falta de convexidad de §. Adicionalmente debemos considerar la posibilidad que
I no tenpga minimizadores en el espacio de funciones admisibles.
Para superar estas dificultades estudiames el problems generalizado

min i) = [ ([ 1060 duaats,) dsy (6.14)
Vulr,y) = A (5,t) dyte (5, 1) (6.15)

¥ la condicidn de frontera
u|3n =g (6.16)

cuye solucidn en medidas de Young da informacidn sobre los minimizadores del
funcional ariginal & Ttilizando la esbroctura polinomial separable de f podemos
transformar el funcional generalizado (6.14) en el funcional

J'im:-P]l=jﬂ Zu.-m.-{r,y}+zbjpj{r,y}| drdy, (6.17)

donde m = {mz,y))i% ¥ p = (ps(2,v))ilq representan los momentos algebrai-
eos de la medida parametrizada g, , en la medida de Young . De esta forma
g problema de optimizacidn a solucionar es

min dm,p) = [ D amie, )+ 3 bmley) |ty (818)
Vulr,y) = (mulz,y), piz, ) (5.19)

¥ la condicidn de frontera (6.16), donde el nuevo conjunto de variables m ¥
p =2 deben caracterizar como momentos algebraicos de medidas de probalbili-
dad unidimensionales. Para poder imponer esta condicidn necesibamos que las
siguientes makrices

1 ml{r: ?;"]l m3|:r:y]| T m"{IJy}
mur,y)  malry)  malryl o Mmaniry)
mzifay) msl:f:-?{]' ﬂhlif:.y]' mn+3(T:y]| =0 (6.20)
Malz,y) Masrlm,y) Mara(my) o man(ny)
1 pr.y) oplry) o pelTLy)
prTy)  miTy) iyl o Pradnyl
paz,y) mlry) puiry) o pralry) | s (6.21)

Pt ) Pralz, ) Prialzy) o Parlry)
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sean semidefinidas positivas para cada punto (r,y) € £ El paso siguiente es
discretizar el problema adecnadamente para transformearlo en un programa se-
midefinide (ver [41, 42] para una introduccidn ala programacion semidefinida).

El primer paso para lograr este objetivo es llevar el problema (6.18)-(6.21)
a 1 versidn discreta. Primero tomamos an conjunto finito de & punbos en el
dominia £2 bajo un indice k

(Te,ye) e para k=1, .., N (622}
Seguidamente, para cada punto (1,4 ) tomamos los momentos algebrai cos
(mize, i )lite P= (Bize ik (6.23)

de la respectiva medida parametrizada ., ,,. Ublizando estas 2N % (» 4+ 7)
variables de (6.23) podemos expresar el funcional J de una forma discreta

L) in ir
Jalm, p) = Z Z B[ Tr, ) + Z Bips (e, ) | Ay (B.24)
k=0 Y i=0 =0

Las restricciones (6.20) y (6.21) forman un conjunto de desigualdades ma-
triciales lineales para cada punto en 2, por lo tanto se deben mantener para
cada punto {1y, 4 ) de la malla (§.22). Por lo tanto tenemes un conjunto de 24
designaldades matriciales lineales expresadas como

[Mers e, )] fimo £ 0 [PerslTe, tel]i =0 £ 0 (6.28)

donde mg =gn =1l para todo k=1, .., .

Para poder imponer la restriccidn (6.19) ¥ la condicidn de contorna (6.16)
debemos ser cuidadosos va que no toda funcidn vertorial es el gradiente de una
funcién escalar [32]. Para estar seguros que ofilizamos las funciones correctas,
utilizamos el siguiente hecho: Dada cealquier cwrda de Jordan O dentro de la
regicn £, la resiriccidn {6.19) implica:

L{mld:r+pldy]l=u{rijf} — uiTo, %) {6.26)

donde (To, %) ¥ (Tr, ¥y son los extremos de la curva £

Ezcogeremos una coleccidn finita Af de curvas &, con { = 1., M que
cubriran todo el daminio 2. Tomeremeos comeo condicidn suficiente que cada
punto (ry, 4 ) del mallado pertenezea al mence a una curva . Para imponer
la condicidn de fronters. (6.16), forzames toda curve Cp & unir dos puntos de la
frontera de £ De esta forma obtenemes un conjunto de A restricciones nuevas
de la forma:

[ pu ) = ol o) - otab, ) (6.27)

que s pueden trabar como restricciones lineales en el modelo discreto.
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Podemeos observar que € problema de optimizacidn (6.18)-(6.19) e pue-
de transformar en un dnico problems semidefinido después de implementar la
discretizacidn. La funcidn objetive Ju en (6.24) es una funcidn lineal en las va-
riables definidas en (6.33). Estas variables estin restringidas por el conjunto de
2N desigualdades matriciales (6.25) ¥ el canjunto de Af ecuaciones lineales de
(B.27).

A diferencia del caso unidimensional (seccidn 3.2.1) se introduce un nuevo
conjunto de condiciones que aseguran la existencia del gradiente de u (restriccio-
nes (6.19)). Esta propiedad que deben cumplir Ing minimizadores de J introdu-
ce una cantidad considerable de restricciones que son triviales en la contraparte
unidimensional. La complejidad del programa matematico, por lo tanto, auwmen-
ta de manera considerable ¥ requiers métodos numéricos que puedan tratar un
gran nimero de restricciones sobre las variables a minimizar, ver capitules 9, 10
v 11

Otra dificultad que presenta el conjunto de restricciones (6.19) es 1a escogen-
cia delas curvas sobre las cuales realizar la integracidn. Aunquehemos propuesto
un conjunto posible, debe ser claro que esta no es la dnica escogencia viabple El
criterio de escogencia que proponemos para el conjunto de curvas estd basado en
e necesidad de mantener un balan ce entre mantener el problema con un ndmero
de restricciones razonable v mantener esbabilidad para obtener aproximacionss
nuwmericas aceptables.

6.4. Rezultados

En esta seccidn presentarmeos diferentes aplicaciones para calcular minimi-
zadores de problemas variacionales no convexos en dos dimensiones utilizan do
d método de los momentos. Recordamos que los pasos & seguir que propone-
mee para encontrar los minimizadores de un problema como (6.2)-(6.3) son los
siguientes:

1 Introducir el funcional generalizado {ecuacién 6.1} ¥ la condicidn sobre el
gradiente de las funciones solucidn {ecuacidn 6.5).

2. Transformar el problemes s un problems variacional generalizado sobre el
conjunto de medidas de Young en B* (ecuacdones (6.18)-(5.19).

3. Imponer las restricciones para asegurar que las nuevas variables de opti-
mizacidn sean momentos de una distribucidn de probabilidad (ecuaciones
(6.20)-{6.21)) para obtener asi una relajacidin semidefinida

41 Discretizar el problems tomando ana malla finits. de & puntos sobre el
dominio £2.

B Incluir deatro de la restriccidn para las variables que representan el gra-
diente (.19} las condiciones de frontera a través de las inteprales de linea

{6.27). En este paso unimos las condicidnes que hacen a u un gradiente y
las condirciones de fronters originales.
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6. Resolver el programa mabematico resultante

Para presentar un ejemplo concreto del método proponemos minimizar el

funcional
jj (1 B (%) 3) 3 + (%)3 +utlz,y) ¢ drdy (6.28)

gujeto & & distintas condiciones de frontera de la forma
u| — g (6.29)

S0

sobre el dominio &2 = [—-1,1]%
El planteamiento generalizado para este problems tomea la forma

min f{v) = /f /f {[1 - 33)3 + 13 +u3{:rjy}|} dpiy (5, 1) drdy, {6.30}
0 OR?
donde las medidas parametrizadas p., , cumplen las relaciones

% =j/s.:%,,,{s,f) % =jjf¢#,,,,{s,f) (6.31)
K* K

equivalentes a (6.15).
La aplicacidn del métoda de los momentos sobre (6.30) nos leva &

min 3{m,) = [ (1= 2mala )+ mute, ) +pale, )+ ) dedy,

(6.32)
bajo las restricciones
1 mir,y) Mmalr,y)
malr,y) malry) ms(ry) |20 (6.33)
malr,y) malry) mulr,y)
1 piny)
(m{r,y} Pg{:r,y]l)tn (6.34)

que aseguran que M ¥  sean los momentos de una medida de probabilidad.
Ademés las restricciones sobre el gradiente de u

ulr,y) = ulre, t0) +Lm1{1,y}dr+pl{r,y} dy {6.35)

que son las restricciones equivalentes a (6. 26).
El pasc siguiente, segiin la enumeracidn hecha al principio de la seccidn, es
plantear una discretizacidn tomando una malls finita sobre el dominio cuadrado
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¥
L
3 {2 % {2 5
i iz & iz 5 |
o {2 % {2 G
—1L L X
# 2 & 2 |
i {2 % {2 £

Figura 6.1: Esquema de la malla de puntos ntilizada para plantesr problemas
bidimensionales.
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0 = [-1,1]% Por simplicidad proponemos una malla discreta de (28 + 1)°
puntos (ver figura 6.1} que describimes utilizando la siguiente nomenclatura

(Tm,¥n) con mus{-N4+1....0,. N-—-1] {B.36)

donde los subindices m, n hacen el papel de coordenadas para la cuadricola.

El planteamiento discreto en momentos del problema (6.32) nos impone la
bisqueda de 6 x (2N — 1)* variables Mg (Tm, ¥n) ¥ PriTm, yn) con £ =1,2,3,1,
{=1L2ymn=-N4+1.. .0 ... N —1 Esficil ver que, aun para mallas
pequefas, nos enfrentames a un voluminoso problema de optimizacidn. En el
cuadro 6.1 mostrames el nimero de variables en funcidn de & para los valores
mas pequencos que este puede tomar.

M | Variables
2 B4

3 150

4 204

Cuadro 6.1 Mimero de variables, en funcidn del pardmetro demalls &, para el
problemsa de optimizacidn 6,32,

Utilizando esta malla de puntos legamos fin alimente al problema de opbimi-
zacidn discreto que == reswme en minimizar el funcional

Jalm,p) = {1 = 2malre,us) + mulre, ;) + palze, 1) +25(x, 1)} Ardy,

i
(6.37)
dande determinames los valores uiry,y;) a partir de las expresiones
S (e, thigs ) P, Y i)
u(zi, 45) = wlTow, Yo wil ) ¢ Z m ¢ I (6.38)

E=—I+1
cuando i = j y
ZI: LTk, Yh—ids ) T PLETR, Yh—ij )
N

ulre, i) =T, yon) +
E=i—j— N4l
(B30}
cuando 4 » j. Las restricciones (6.38) ¥ (6.39) son las versiones discretas de las
relaciones (6.35) donde hemos tomado las curvas € como los segmentos de recta
paralelos a la diagonal principal de £ (ver figura 6.2). Este par de restriccio-
nes ((6.38) ¥ (6.30)) implican 2/ — 3 restricciones en el modelo. MNuevamente
destacamos que la posibilidad de escoger las curvas £ para obtener (6.38) ¥
{6.30) no es dnica ¥ da una gran cantidad de posibilidades para implementar
las rondiciones de frontera en & caso de problemes bidimensionales. También
recordamos que este tipo de restricciones tienen un equivalente trivial en los
problemas unidimension ales,
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& % /L/@ /E
@’2/ K: //@’ K- |
mf,’/ 5 & r

-1 . .
|
@”/ @ & @

i

Figura 6.2: Caminos elegidos para determinar u(r, i) en un problema bidimen-

sional.
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En el siguiente capitulo aplicaremos este método para estimar microestroc-
turas en modelos variacionales bidimension ales.



Capitulo 7

Calculo de una
Microestructura
Bidimensional

Procedemnos a aplicar la discretizacién del problema de optimizacidn (6.28)
a tres casos concretos con diferentes condiciones de frontera. Por simplicidad
no tomaremes en cuenta el termino u*(r,y) en el funcional Como veremos
cada tipo de condicidn de frontera determing el comportamiento coalitativo de
las sucesiones minimizantes (recordemos que éstas nos permiten determinar la
exisbencia de minimizadores para el problema variacional ). Resaltamos tarbién
que con el procedimiento presentado en el capitulo anterior podemos abordar
problemas que no cumplan el supuesto de convexidad ¥ representar balances
energeticos en elasticidad. El problems discreto se puede escribir de la siguiente

Manera.

:;_rrlﬁjid(m,p] = Z{l— Imalre,ys) + mulre v + palre, v} Azdy, (71

sijeto & las condiciones sobre los momentos

1 myre, ;) Malrys)
ml{Ti;yj) mz[Ti:%fj) ms'iTi:%fj) =0 ':?'2]'
Mmalz, ;) Malreys) mulre,y;)

1 Pl(Ti,yj]l
( pilTe, ) palTe, ) ) e 0 (73]

para todo 4, § ¥ las condiciones sobre el gradiente de u

ulry, Y1) = u(r_ w1, 4] + Z alrmll:rk:lyk_i-l_w_lzl,gv.—,ir_jﬁllirhyk_H-N_lz|

k=—IN+1

(7.4)

101
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mu(rs,y;) =0 | Mmalre,y) =1 | pulzs,y;) =0
Malrs,y;) =0 | malze, i) =1 | palzs,y;) =0

Cuadro 7.1: Valores de m;, p; para el primer ejemplo.

MN—-1

T -1, 85 =T g, Y- ) Z

k=—j

ml{Tk:yk—N+l+j}| +PL{'—'"hyrc— N+1—j}'
N

(7.5)

Donde (1, 4 —1), (- w41, ¥—i o (T -1, ¥5) ¥ (T —;,¥— n41) 508 puntos sobre la
frontera del dominio 852

Primer ejemplo

Para este primer caso tomeamos la condicidn de frontera

—. 7.6
g, 79

Esta condicidn =e traduce en

ulTe, Yy —1) = U(Toy 4L = UT o1, 85) = U5, Y- wy) =0

¥ por Io tanto las condiciones sobre el pradiente toman la fonmea

0— i LTk, Yr— i+ v—1] + PLiTR, Yk —itre—1]) (7.7

k=—MN41 N

condi={-N+1, .. N-1}y¥
N-1

_ ml(Ik:yk—N+l+j} +P1(Tr=,yk—w+l—j]|
0=>5" m (7.8)

k=j5

J=1{-N4+1,.. N1}

Al resolver el problema (7.1} sujeto a las condiciones (7.2}, (7.3), (7.7} ¥
{7.8) obtenemos los valores my, ma, Mz, My, P ¥ P2 del cuadro 7.1

A partir de los valores para los momentos m v g, empleando los procedi-
mientos alpebriicos del capitulo 3, encontramos que la solucidn al problema
generalizado tiene 1a formea

1 1
Pes = 810 + 380y, (7.9)

paratodo 4, §, que nos dice que el problema original no tiene solucidn con estas
condiciones de contorno pero que sus sucesiones minimizantes presentan una
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Figura 7.1 Comporbamiento de las sucesiones minimizantes del primer ejemplo.

Mz, ) =1 | malze, v =1 | pulze ;) =10
malzi,t5) =1 | malze, v =1 | palze ;) =10

Cuadro 7.2 Valores de m;, p; para el segundo ejemplo.

cecilacidn persistente en la direccidn del eje r. En otras palabras el infimeo de J{u)
se encuentra cuando los gradientes Vu alternen entre los valores (—1,0) ¥ (1,0)
oon igual proporcidn. Los valores (—1,0) ¥ (1,0) representan la configuracidn
energética estable que dard lugar & la microestrucbura en o mekerial

Para la reconstruceidn de las medidas éptimas se han empleads los mébodos
descritos et la seccidn 321, En la figura 7.1 == puede observar el comporta-
miento de las sucesiones minimizantes para el problemma,

Semmdo ejemplo
Proponemaos shora la signiente condicidn de frontera
14 en y==41

H| —{ 0 en z=-1 (7.10)
a0 2 en r=1

Al resolver el problema (7.1) sujeto a las condiciones (7.2}, (7.3) ¥ las con-
diciones apropiadas sobre el gradiente dadas por (7.10) obtenemos los valores
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Figura ¥ 2 Comportamientn de las sucesiones minimizantes dd segundo ejem-
plo.

Ty, M=, Ms, My, (1 ¥ P del cuadro 7.2
A partir de los valores para los momenbtos m ¥ p deducimes que la solucidn
al problems generalizado tiene la formea

i =81 g) (7.11)

que nos dice que el problema variacional original tiene sclucidn con un minimi-
zador descrito por el plano
utir,y) =1 (712}

En la figura 7. 2 20 puede cbservar el compeortamients de lasolucidn del problema.

En este caso tan solo hay un estado de energla estable: (1,0) de forma que la
microestructura subyacente emples éste estado en toda laextensidn del material.

Tercer ejemplo
Proponemos ahora la siguiente condicidn de frontera

1—|jzr| en y==41
ul = 0 en r=-1. (7.13)
o 1] en r=1

Al resolver el problema (7.1) sujebo a las condiciones (7.2}, (7.3} ¥ las con-
diciones apropiadas sobre el gradiente dadas por (7.13) obtenemos los valores
Ty, M=, Ms, My, 1 ¥ P del cuadro 7.3
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mi(reys) = —len —1=x=0 | mafr;,y;) =len-1=<r=1
ma(r;,y;) =—len —1=x=0 | myr;,y;) =len-1<r=<1
My, ;) =+lenl<ral ma(r,y;) =lenl<r<l
prizi,y;) =10
palzi,y;) =10

Cuadro 7.3: Valores de m,, p; para el tercer ejemplo.

Figura 7.3: Comportamienta de las sucesiones minimizantes del tercer ejemplo.

A partir de los valores para los momentos m ¥ p deducimos que la sclucidn
al problema generalizado tiene la forma

] en —1<=r==0
- (L) == =

que nos dice que el problema variacional original tiene solucidn con un minimi-
zador descrito por la funcidn “bienda™

wir,y)=1—|z| {7.15)

Enlafigura 7.3 se puede cbservar el comportamiento de la solucidn de problema,
En este caso, aunque tenemos dos estados energétices estables: (1,00 ¥ (—1,0),
cada uno de dlos se establece en una region especifica del cuerpo, dando asi otra
forme posible de microestructura

Resumiendo: hemos presentado un procedimiento para resolver problemsas
variacionales no convexos de la forma (6.1). Nobamos que el cdleuln de varia-
ciones no provee una respuesta concreta sobre la existencia de minimizadores
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para un problema no convexo [1]. El caso particular que se ha tratado de un
funcional separable tampooo ha sido estudiado ala fecha segin el cono cmiento
de los antores.

Un punto importante para resaltar aqui es la reduccidn de un problems va-
rincional a uno de optimizacidn discreta con la estructura bipica que caracteriza
la programacion semideinida. Esto lo bemeos logrado refirando la no convexi-
dad del funcional utilizando la caracterizacidn de momentos de una medida
de Young. El funcional a minimizar en (6.17) es lineal en los momentos ¥ per
lo tanto convexo. Debe ser claro que una buena implementacidn aumerica del
problema (6.17) nos entregard las variables que representan el minimo global &
diferencia del problema (6.1) en donde podemos enconbrar minimeos globales o
tener un problemsa sin solucidn. Esta sibuacidn requiere de software adecaado
para manejar problemas semidefinidos con un gran nimero de variables ¥ de
restricciones. Explicaremos eske punto en el capitulo 11.

El problema (6.1) puede no tener salucidn pero su nueva formulacidn (6.17)
siempre la tiene. En general esta solucidn es dnica ¥ nos provee informacidn
definitiva sobrela posible solucidn de (6. 2). Comeo se ha explicado en 6 capitulo 4
la solucidin de (6.1) nos permite recuperar unamedida de probabilidad soportada
en maximo dos puntos. En el caso de soporte doble salbemos que el problemas
original carece de solucidn pero podemeos inferir sus solaciones minimizantes ¥
de aqu inferir la microestructura subyacente. Ademis podemos responder una
pregunta analitica la existencia de minimizadores de un problema variacional
no convexo, mediante un meto do numérico; recordameos que no hay respuesta
aun por obras vias & esta pregunta analitica

Indicamos también que, al igual que en el caso anidimensional, este pro-
cedimiento nos permitird calcular las distribuciones de la microestructura de
una plancha de acero de baja densidad. De hecho, como va lo hemeos dicho, los
problemas variacionales se encoentran en muchas dreas del conocimiento ¥ en
muchos casos estos problemas tienen naburaleza no convexa. El método de los
momentos para problemas bidimensionales es uns importante opridn para el
estudio de problemas de este bipo.

La conclusion més importante de esbe capitulo, es que podemeos trabar mode-
los variacionales propios de problemas de elasticidad ¥ obbener de ellos 1 micro-
estructura subyacente. Esta microestrucbura estd representads por las medid as
parametrizadas dpbimas, que resulban de resolver mediante relajacidn semidefi-
nida, el correspon diente problema variacional generalizado, descrito en medidas
de Young.



Capitulo 8

Teoria de Policonvexidad en
Elasticidad

En este capitulo traterermos un concepto de gran importan cia para entender
problemas variacionales vectoriales en elasticidad. El planteamiento variacional
general en elasticidad nos leva a esbudiar funcionales con la forma:

Tju) = ff T, "-T-"u + T, y,u}} dr dyy (81}
donde las funciones admisibles son campos vectoriales de desplazamientos:
u G — R (8.2)
sijetos a unas condiciones de contorno parbiculares:
u=g en &0 (8.3}

Esz importante resaltar que en estas condiciones el gradiente de la funcdn o
toma la forma de una matriz de deformaciones:

— Suy  Guy
v U= 53:1 -éal.l.u] 1 {8 _1 }
= Oy

por lo cual el potencial de energin de deformacion depende en dltimas de una
mabriz cuadrada de dimensidn 2

b= p(A) Ac B (8.5)

En el caso particnlar en que la funcidn potencial ¢ dependa de maners convexa
de la matriz A ¥ su determinante, esto es:

$(A) =k (A, det A) (8.6)

107
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donde i es una funcidn escalar convexa en sus ciRco parametros, decimos que
@ 88 polyconicra

El concepto de policonvexidad tiene implicaciones muy importantes en mo-
delos variacionales paraelasticidad [1, 4]. Algunas propiedades de la policonve-
xidad son las siguientes: si @ es convexaentonces es policonvexa, no siendo cierta
la afirmacidn reciproca. Considere la funcidn A — det(A), la cual es evidente-
mente policonvexa pero claramente no es una funcidn convexs Para identificar
facilmente algunas funciones policonvexas o no policonvexas, conbamos con al-
gunes lemas de trabajo propuestos en [1].

» Cuando ¢ es una forma coadratica:
3 3
BlA) = QA Algaca = D D BBz (8.7)
fg=LlE 5=l
tenemeos que ¢ es policonvexa sy sdlo =i existe una constante ¢ tal que

& (A) 2 cdet(A4). (3.8)

= Coando g es una funcidn convexa definida en el semieje r = 0, donde
9(0) =min{g(z): z 2 0} (8.9)

tenemeos que
#(A) =g ([ Al.) (810)

es una fiuncidén peliconvexsa, donde ||A||, representa la norma endidiana
de A como vector en B, La afinmacidn reciprocs es cierta

s Coando o cmple: 1 2 o < 3 ¥ g e uns funecidn real, entonces
B(A) = | A% +g (deb(A) (8.11)
es polyconvena sl ¥ =0lo sl g es convexa.
Estos resultados nos permiten proponer algunos ejamplos de funciones poli-
convexas o que no lo son:
3
FlA) = ||.-:1||§ + (1 — det {A}g) NoesPoliconvexa

#(A) = | A EsPoliconvexa
HAY = || A3 + det(A) EszPoliconvexa

(8.12)

En cuanto al andlisis de problemas variacionales no convexos descritos en la
forma:

min T {u) =jjnf(x,y,u,_ﬁu) drdy (8.13)

podermnos afirmar la existencia de minimizadores siempre que la funcidn f (,y,u, )
sea policonvexa para cada punto (T,%) en el dominio & C B [3]. En caso con-
trario, una apropiada relsjacidn del problems nos leva a considerar Lla envolbura



109

policonvexa de la funcidn §. La preganta natural es =i este caming admite un
plantearmniento en forma de rdajaciones semidefinidas cuando nes inberesamos
por potenciales § descritos por polinomics.

Veremos & conbinuacidn que la estimacidn de una envolbura policonvexa de
un potencial polinomial ¢, posiblermente no policonvexo como los que se ilostran
en (8.12), admite un planteamiento en términos de programas semidefinidos tal
cotmno hermos visto en el andlisizs de envolburas convexas para polinomios.

Como es natural, esperameos que la envolbors policonvexs de ¢ la cusl repre-
sentaremos como $e 2ea la mayor funeidn policonvexs que acote inferiormente a
¢ Encontrameos ademdis que la envolbura convers de ¢ no excede as0 envolbora
policonvexs:

b < dr. (8.14)

En [1] se plantea la estimacidn de la envolbura convexa de una funcidn ¢ para
mafrices cuadradas de dimensidn 2, a través de combinaciones convexas en la
siguiente forma:

@p(A) = min Y xip (A7) (8.15)

donde el minimeo contempla todas las combinaciones convexas con § términos,
que involucran matrices A* de dimensidn 2 % 2 ¥ cumplen con las condiciones

Y aAT =AY ddet (A7) =det (4) (8.18)

Eiguiendo las mismas pautas que propusimos para analizer envolturas con-
vexas de funciones coercivas, cada combinacidn convexa puede ser resmplazada
por una distribucidn de probabilidad en el espacio de matrices A = B3, de
manera que la estimacidn de la envoltura polyconvexa en la matriz A de la
funcion ¢ toma la forma:

s - ainfff L L@ (3.17)

sa A=ff/fqe,i@@@=

ety - fff (@ (@) (8.18)

de esta manera podemos utilizer la forma polinomial de la funcidn ¢

A} = ¢{r1, T2, 75, 71) = Z CinTiT';TETIJ:

0% i+ jHkH =30

donde A= ( TLo T3 ) (8.19)

Tz T4
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para redefinir el problems de optimizacidn en medidas (8.17) como € programa
matermati co:

#idy = ﬂrl;l;ﬂ Z Ci kLT k1
Osi+i+E+I=in
Moo Mowo
sa A= . (820}
Mool Moool

det{Ad) = M1 — Moo

en el cual las variables de disedo mg;e deben representar los momentos al-
gebracios de medidas de probabilidad en B, Este procedimiento implica una
restriccidon en forma de una desigualdad matricial apropiads, la coal puede legar
& ser un poco engorrosa de describir, pero sigue la misma constroceidn que he-
moz emmpleads pars caracterizar momentos bidimensionales. Explicaremes este
procedimiento con deballe & continnacian.

8.1. Estimacion de envolturas policonvexas

En ésta seccidn nes concentrareimos en el calculo de envolburas policonvesras
para polinomice que representan funciones definidas en mabrices comeo los liska-
des en (8.11), cuyo comportamiento es, en términos generales, no policonvexa.
Este tratamiento se realiza a traves del método de los momentos asociados a
distribuciones de probabilidad soportadas en espacios eaclidiancs con 2r dimen-
giones. De igual manera que en el caleuln de envolturas convexas bidimensionales
del Capitulo § utilizaremes programas semidefinidos [14].

El objetivc es abordar problemas variacionales vectoriales. Para la mejor
comprension del lector, se ilustrard todo el trabamiento para un polinomio en
cuabro variables de coarto grado.

La nocién de policonvexidad fue introducida por Ball en 1877 [1, 3] Una
funcidn f: B® — [ es policonvexa si existe b : B® — B convexa, tal que:

80A) = B(T(A) (8.21)
donde T : [B® — B depende del determinante de A ¥ las entradas de A
T(4) = (4, deb{A)) (5.22)

IMos centraremes en estimar la envolbura policonvexa, @p, & un polinomio en un
espacio de cuatro variables (m =2y n =2).
Por o tanto @ es una funcidn en las entradas dela matriz A A continnacidn
ilustrameos & método de los momentos paras an polinomio de cuarto orden.
Dado el polinomio ¢ definido en las entradas de la matriz A, que aqu toma-
remos como un punto T = (T, T, Tx,Ty) en B

dr)= 3 cegegmiriege (8.23)
0% i+7+k+H 250
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donde

A=[Tl :.:3] (8.24)
Ts Ty

la envolbura policonvexa de ¢ calculada en una mabriz parbicular A
A= ["'u "“] (8.25)
admite la representacidn como un problems de optimizacidn:

8p() = min | K@
hom (8.26)

sujebo a deb{A) = /r deb((3 )du{Q)

Donde p representa la famnilia de medidas de probakbilidad en el espacio B,
con momentos de primer crden iguales a las entradas de la matriz A

TL Ta 011 013
dys = 827
jx* [1'3 TJ # [ﬂzl ﬂza] l:l‘ )
Asi podemos transformar el problema de calrular la envoltura policonvexa, de ¢
en una matriz particular comeo el signiente programa matematico:

SplA)=min 3" rpeaMigeg
OZi+i+k+HE 0

s deb{A) = Mo — Mono (8.28)

Moo Mowo|  [211 21z
Mooo Mooo Bz OBax

donde m ez una representacidn de la matriz de momentes en cuatro dimensiones,
cuyos componentes estin dados por los momentos asociados & la medida p

M k1= fi‘irirgrﬂ dpTy, T2, Te, T1). (8.20}

Para caracterizar los momentos en el programa mabematico (8.28) utiliza-
mos las matrices de restriceidn, sobre las que imponemeos la condicidn de ser
semidefinidas posibivas, bal como hicimos en & Capitulo 5. A conbinuacidn des
cribimos & procedimiento que nos permite extender este concepto de matriz de
restriccidn a problemas en cuatro dimensiones.

1 Dadaslas funciones rir;:rgr_ﬂ, donde 0 =347 + k44 <, las escribimos
en forma de lista en la primera fila ¥ la primera columne de una tabla.
Yer cuadro 8.1
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2. Para completar todas las entradas en el interior de la tabla, realizamos la
multiplicacidn entre cada elemento de la primera fila ¥ cada elemento de
la primers columna Asi obbenemos una matriz con las funciones:

I:'l+:"r;'+3"._,.§+r:’._,.i+1’
D<i+jt+hk+isn (8.30)
=i+ +k'+t'<n

3. Por dlbimeo, se cambian por su correspon diente mormento:

I‘il";:t';:t'ﬂ ——+ Mk (8.31)

De igual forma que en el cileulo de enveolburas convexas bidimensionales,
obtenemes una matriz de restriceidn que debe ser zemidefinida positiva. Con ello
aseraramos que & problema incluye momentos en cuatro dimensiones. Por ser de

nuestro interés un polinomio de coarto orden en cuatro dimensiones mestramos
este proceso en el cuadro 8.1,

1 Ty Ty r] r] T . Tety
1 1 T T, :t'f :I:‘E T1Ts . Taly
Iy Iy If . Ir1xy I‘? S :IZ']_IE Ifﬂfg I Tal
I I, 1Ty IE Ifi‘_l A I‘i I X=X A 1‘31‘3
3 ] 3 P 3 32
ri xi T3 rir, 13 rird rir, ... TiTam,
3 3 ] 3.3 3
E T I]?:I_JI I’E H gl‘j 1'413']_§'3 I‘EIS
I T I'1T= e . I X=X I‘fi‘g A IITs IiT5 I'1T+TxT)
] 3 I‘S 3.3
Tzl ) TaT) i el . e i . Iz i i ] o gy e e e il A TaT]

Cuadro 81 Tabla de funciones para restriccidn.

Proedemes ahora a converbir la matriz de polinomios en sus respectivos
momentos, para obbener asl la matriz de restriceidn que delbe ser semidefinida
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posibiva:
Moo Moo ... Moogl Moo .. Moggz Moo -0 Mool
Moo ™Mapoo - - Mool Maooo - Mooz Moo - Mol
Moopl Mooy ... Moooz Mol .. Moogs Mol . Mools
Af = |M=zo00 Mlsopo - Tlaopl Mgooo - Mlaopr Mawoo - Mool
Moooz Maoo ... Mol Mawo ... Milez Mawoo ... 111D
Mool Mol ... Mooz Maon .. Moolr ™Ma ... Mooaz |

(8.32)

FPor 1o tanto, el problems de hallar la envolbura policonvexa de una fun-
ddn ¢ en la matriz A, como hemos hecho en (8.23), se reduce a un programa
semidefinido con la siguiente forma:

Minimizar E Ci gk, [T 5 kI
Ogi+i+k+I=-d

sa. A =0 {8.33)

313, — 23z = Mool — Maollo

_ [mlmn mm.m}
" |meoe moooy
donde megen = 1 para asegurar que los valores my;y; son los momentos de una
distribucién de probabilidad en B*. La segunda restriccién en (8.33) proviene
de la definicidn de policonvexidad como estd dado en (8.16).
De igual forma, se lleva este programa materméatico a la forma estandar de
la programacion semidefinida para poderlo resclver numeéricamente

Minimizar Z Ci 5.k I 5 kI
O%i45+k <L
{8.34)
sa H+AL=D

213y — dzlz = Mool — Mollo,

donde & es una makbriz del mismo tamaio que la matriz M vy todas sus posiciones
son ceros (matriz rala) exceptuando las posiciones (1,1), (1,32}, (1,3}, (1,4},
(1,5, (2,1}, (3,1}, (4,1}, ¥ (5, 1) las cuales contienen las componentes 1, a1y, ¢4,
a1, Baz, 211, P13, B ¥ @iz Despechivamente. De igoal formea la matriz M5 posee
les mismas componentes de M exceptuando por las posiciones anberiormente
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mencionadas las coales contiensn ceros

0 0 L n Maopoo ... Tooos: TR 100 L mm]_]__
N Mapon ... Mooy Maooo .. Mooz MMa100 .. Mol
i} Mooy - - - Mpoogs Maool oo Mpooos Ty 101 ... Mpoors
My = |Maooo Moo - e Moo - Maooz Meom - Mo
Mopox Moo . Mim Mawo ... Moz Moo . M
| ool Mol ... TRool: . Mizoll ... TROOLE TTIL111 co. TROOEE
(8.38)
i 1 211 Bas n ... oo .. D_
¢, O ... 0 0 ... 00 ... 0
;s 0 ... 0 0 ... 00 .. 0
E_|0 0o .. 0 0 .. 00 ..0 (8.36)
n 0 o o oo 1]
a0 ... 0 0 ... 00 .. 0

El algoritimo empleads para resolver este problems se muestra a continoa-
cidn. En el Capitule 11 daremos una explicacidn més profunda de la programa-
cidn semnidefinida ¥ las ayudas computacionales que tenermos actualmente para
resolver este tipo de programas conveseos.

function [fopt,mom] = envolturadDbi¥al,c,3
¥DEFINICION DEL PROELEMA LMI

YENTRADASZ:

¥ a: Punto X de 1la malla

% b Punte ¥ de la malla

% oi Ceeficientes del vector de funcien objetive
%3ALIDAS:

¥% fopt: Valer de la funcien ebjetive en el punte optime
% mom: Momentos optimes

#Inicializa toolbox LMI

setlmis([1);

¥Matriz de coeficientes constantes
h=zerps(siza(3));

A(L,1) = 13

A01,20=vall1,1);

A01,3)=valll,2);
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ACL,4)=Val(Z,13;
AC1,B)=Val(z,2);
AC2,10=Val(1,1);
AC3,10=Val(1,2);
A4,1)=Val(2,13;

KB, 10=¥al02,2);
¥Dofinicien do la variable
M = lmivar(s,3);

vact = zoros(l,length(3)).7;
wvectfl?) = 1;

vectfdod = -1;

Yvect(12) = 1;

Ywect(13) = -1;

vac = [1/2 zores(l,length(37-13];
¥Dofinicion de la restriccion
lmitermf[-1 1 1 M],1,1);

lmiterm{[-1 1 1 0],4};

Imitermf[-2 1 1 M],vec,vect,’s?);
Imiterm{[2 1 1 0],det(Vall-0.00000001);
¥Rostriccifn de determinante

Imitermf[3 1 1 M],vec,vect,’s*);
Imitermf{[-3 1 1 0],det(Vall+0.0000001);
YhAlmacenamiento del problema

[MIs = getlmis;

¥HResolucion del problema de optimizacion
[fopt,nom] = mincx(IMIs,c);

Hemmos empleado las rotinas comercial de la Toolbox de programacicn se-
midefinida sobre MatLab 6.1% hechas por Gahinet ef. al. [14]. Ver Capitulo 11
para una descripeion mas detallads de estas herramientas.

81.1. Ejemplos

Ejemplo 1 Como ejermplo, para evaloar la eficacia del algoritme ilustrameos un
caso en parbicular Sea

LAY = (1 — det{A)*)* (8.37)
donde
A= [i; iﬂ . (8.38)

En este caso estamos tratando con un polinomio de ockavo grado, por lo
tanto la mabriz de restriceidn tiene dimensiones 70 % 70, lo cual hace de
este programa un problemas dificl en programacion no lineal . VYolveremos
sobre dlo en el Capibulo 11.
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Hallamos la envolbura peliconvexa de la funcidn (8.37) en la matriz:

1 01
A=[D,5 n,a] (8.39)

y al ukilizar la robina anteriormente mostrads que resuelve el programa
(8.3d), obtenemeos como valor de la envolbura policonvexa 0,1 Algunos de
los momentos dptimes obbenides =2 moestran en el coadro 820 El valor
obtenido de la envoltura policonvess en este punto indica que la funcidn
no es convexa, puesto que $(A) = 087380 en este punta.

Para este ejemplo el valor que obtenemos para la envolbura policonvexa
es menor al valor de la evaluacidn de la funcidn, por lo tanto estameos
encontrando los momentos dptimeos que resuelven la envelbura convexa en
la matriz (§.39).

Ejemplo 2 Ahcra, considerames el polinomia,

#lA) = (1 + deb{ A))* (8.40)
donde, de ignal maners,
A= [z; iﬂ . (8.41)

Con anterioridad sabemeos que este caso representsa un palinomio policon-
vexo, por lo tanto d algoribmo debe detectar que ¢ = ¢,

Hallamos la envolbura policonvexa de la funcidn ¢ dada en (840} en la
matriz:
1 2
2
HH -

y al ukilizar la robina anteriormente mostrada que resuelve el programa
{8.34), obtenemnecs camo valor de la envolbura policonvexa 0 Todos los
momentos dptimos obtenidos se moestran en la tabla 8.3

En este ejemplo obtenemos que el valor de la envolbura policonvexa es
igual al valor de la evaluacidn de la funcidn ¢(A) = 1, por lo tanto po-
demes concluir que el polinomio es policonvexo en la matriz A | este era
el resultado esperado, dado que el polinomio (8.40) es policonvexo par
definicidn.
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Momento Valor | Momenbo  Velor | Momento  Velor | Momento  Valor | Momento  Valor
Mio1o 01114 T 2100 07378 TMosn1 0.1559 Ty =11 00233 Tamnl 0.1594
T 1ono &.3164 1101 N.1375 T ana1 0.1260 Tanas N13M TM113% 0.0128
Tann1 05161 1111 N.2035 Man1s 0.0854 o1z 00917 T 231 0.0352
Mool 0.0564 a1zl n.0d407 Moz n.2112 Ta1as N.0773 1213 0.0216
Moo=zl 0.1210 TMalr= N.0d16 TM1onl 01316 T el 00840 1110 00737
Moo= 0.06415 T1a1m N.0677 Mar11 0.0716 T w0 N.1803 o1l 0.1606
Mol = 0.0673 Taowan N.6000 TMi11a1 0.0354 o= 2641 TMioal 01797
Mooz 0.28560 T1w01 N.1%81 Mi11= 0.0d4581 Tason N&8283 TMaoll 01058
Mions n.210v Tas11 N.03m Moz 01329 Traoos N.36931 Miol= N.1363
MooLz 0.0653 Taown= n&a0M T eann 1.1868 oo 2801 Manas 02813
Tanon 15111 1300 0.5640 a0 0.3025 Taosn 01549 aoLz 01354

Cuadro 8 2: Tabla de algunos momentos obtenidos para proeba |
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Momento Valor Maomento Yalor
Moo 3,383E'+DD3 1310 IJDQ?E"-FDDE
mMi1100 ?JQE?E‘-FDDD Moz1o 1,?1?E'+DD5
Mioo1 ——1,—199E‘— nn& Moz11 —91163E+DD—1
Mool 1,—128E‘+DD1 Mozan GJED?E"-FDDE
ooz 3. d26e 4003 a0l 1,087e 4+ 005
M anon 3,372e 4003 1102 —%.161e 4+ 0041
Mio1o 5,68?E'+DDD Ma100 5,8D2E‘+DD5
mMol1o QJQQQE’— nol Ma110 1,39DE‘+DD5
Mool 1,296E’+D|:|1 mi1111 6,3D?E‘+DDE
Mon=n 3,39—1E’+DDE 1130 3,536E‘+DD5
T 1ann 1,823e 4003 Thang s 6,307e + 006
Ma00 3,436e 4003 Minos 7,803+ 004
THanoL 4,223e 4003 Thanol 1,356e + 005
1101 2,212E’+DDE a1 3,536E‘+DD5
iooz ¥,030e 4002 1oLz 5,417+ 004
Tanoo 3,358e 4003 Thina1 1,301e 4+ 005
Mo —1,?2—1E'+DDE Moins EJDQQE‘-FDDE
mMi1110 —1,22—1E’+DDE M1 = ?JE—IEE'-FDM
mMio11 1,—188E'+DDE o1zl 5,—119E‘+DD4
TMinan 1,681e 4003 ool 3,213e + 007
TMosoo 7,028e + 003 MooLs 1,660e + 005
Mowml 9,-1-13&'+DD3 Mooa= 1,36?E‘+DD?
Mooz 3,8584e + 003 non 3,08de + 007
Moz1o 2,21-1E+D|:|3 Moo 2,163E‘+DD5
mMoi11 ?,DQDE-FDDE T anan 1,-13-1E'+DD?
Mao1a20 1,-191E+D|:|3 M ioza —-1,33?E'+DD-1
Moo= 5,155E’+DDE Maorzo 1,335E‘+DD5
TMooal 8,83%¢ 4+ 003 oozl 2.077e + 005
TMonso 1,048 4+ 003 Momo 3,183e + 007
Moons 2,12de + 003
Mouno 3,1268e + 007
Miswo  —2,204e + 005
M1an1 1,68-1E+D|:|5
THosnL — 5,588 4004
Mowm= 1,-12?E'+DD?

M awng 1,-112E'+DD?

Cuadro 8.3: Tabla de algunos momentos obtenides para el Ejempln 2




Capitulo 9

Herramientas
Computacionales Para
Calcular Microestructuras:

AMPL

La programacion mabematics es, hoy en dia, una de las dreas més esbudiadas
y trabajadas en el mundo técnico v cientifico. De hecho toda labor en ingenieria
intenta modelar el mundo a traves de modelos matemakicos que reproduzean 1a
realidad de la mejor forma posible. Los problemas de programacidn matematica,
son problemas particulares camunes ¥ exisben una gran variedad de herramien-
tas, tecrias v paquetes de software disponibles para su solucidn. Dentro de esta
cabesoria existen tipos de problemas que no son faciles de tratar comeo:

1. Problemas lineales con gran nimero de variables y/o restricciones
2. Problemas de programacidn no lineales

3. Optimizacidn a gran escala

entre otros. Dado que en la prachica es casi imposible solucionar problemas
grandes sin la ayuda de buen software, haremos una breve descripeidn del len-
guaje AMPL donde se explicard su naturaleza, sintaxiz ¥ modo de uso junbo con
problemas clésicos de optimizacidn ¥ su solucidn. Trabajaremos & problema de
Bolza presentado en la seccidn 3 2.4 con el método de los momentos previamente
expuesto e inclniremeos & cadigo ubilizado para calcular la microestructura del
capitulo 4

AMPL es un paquete de software desarrollado en Bell Labs por R. Fourer,
DM Gayy B. W. Kernighan en 1885 C [12]. A grandes rasgos es un lenguaje
de moddaje algebraico para problemss de optimizacidn lineales ¥ no lineales,

113
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en variahles conbinuas o discretas. AWMPL permite que el usuario atilice un len-
guaje algepraico para plantear modelos de optimizacidn ¥ examinar soluciones
mientras que el computador se comunica con un solucionador parkicular. La
versidn profesional de AMPL no tiene limites en el ndmero de variables y res
tricciones que puede manejar, excepto por la capacidad del computador donde
éste esta instalado.

AWMPTL realmente es una interfaz entre el usuaric ¥ & aolucionador. El papel
que juega AMPLesel de provesr una inberfaz sencilla con diferentes solucionadeo-
res o solvers El proceso para solucionsr un problemsa de optimizacidn utilizando
este software =2 puede enumerar en los siguientes pasos:

1. Plantear el modeln del problema a resolver, el sistem s de variables, obje-
tivos ¥ restricciones que representan el modeln general.

2. Especificar los dabos que definen el problems en particular.

3. Bolucionar el problema indicandole a AMPL el tipo de solucionador que
utiliza un algoritimo ideal para el tipo de problema.

1. Extraer informacidn del solucionador ¥ analizar los resultados.

§. Refinar el modelo ¥ dabos si es necesario repetir el andlisis.

Como =e puede observar AMPL realmente es una interfaz entre el usuario ¥
el solucionador que éste escoja para resclver su problema. Esto puede parecer
trivial pero la forma como una persons formola un problema, en general, es
bastante diferente a la forme en que lo entiende un solucionador ¥ el proceso de
traduccidn de uwio a otro es costoso en biempo ¥ propenso a errores.

Una ventaja notable de AMPL sobre ofros programas similares es que la
notacion utilizads para definir expresiones materméticas es moy parecida & la
algebraica estindar. Transcribir expresiones matematicas & lenguaje AMPL es
trivial ¥ no requiere notacidn diskinta a la algebraica. AMPL también extien-
de la notacidn algebrsics para expresar estructurss comuanes de programacidn
matematica tales como restricciones en flujo de redes ¥ otros.

AWMPL provee un ambiente de comandos interactivo para plantear ¥ resclver
problemas de programacion matematica. Tiene una interfaz flexible que permite
utilizar diferentes solucionadores, sin necesidad de modificar los modelos, para
permitir el refinamiento de soluciones. Una vez que se ha encontrado la solucidn
dptima AMPL la transforma antomeaki camente a la forma. del modelo para que se
pueda analizar directamente; también provee una gran cantidad de herramientas
para formabear, examinar e imprimir resultados.

La version de evaluacion de AMPL, junto con alguncs solucionadores, se pue-
de encontrar gratuitamente en la paging web: www. ampl com, las plabtaformas
que estan soportadas son Windows, Unix/Linux ¥ Mae O3 X,
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9.1.

Instalacion

La insbalacidn de este paquete de software en versidn de estudiante es muy
sencilla ¥ se puede resuwmir en los siguientes pasos:

1 Entrar ala pégina web de AMPL: hitp: //www.ampl com

2

A

Beguir el hipervinealo: “download the Stodent Edition™.

3. Escoger una de las tres opciones que se presentan: otilizar la versidn de

navegador, bajar la versidn para Windows o para Unix ¥ seguir las ins-
trucciones particulares.

Navegador: 1o versidn de navegadorle permite &l nsuario enviar modelos

y archiveos de datos & un servidor para que estos los resuelva. También
permite extraer dabos, una vez solucionads el moddo, en cantidad
restringida. La versidn de navegador de AMPL permite sclucionar
modelos con un limite de variables (menos de 300} y hacer hasta cinco
consnlbas sobre la solacidn del problems. Los pasos para utilizar esta
modalidad son:
a) Presionar el hipervinculo “Try AMPL™.
&) Aceptar las condiciones de uso,
¢} Eszcoger uno delos mo delos que se proponen en la piging o cargar
un rmodelo propio.
d) Repetir el procedimientn anbericr con el archivo de dabos.
e) Ukilizar el bobdn “Submit”para indicarle al servidor que carge el
modelo, los dabos.
F) Escribir los comandos para extraer informacidn en la caja de
“AMPL commands:"
7} Escoger el solucionador deseado ¥ presionar el botdn “Send” para
indicarle al servidor que corra el modelo ¥ ejecute los comandos.
k) Leer la informacidn de la caja de texto “Outpuat 1 from AM-
FL:".
Esta opddn de la pagina de AMPL no instala ningdin programa en
el computador ¥ es Gkl para revisar los ejemplos que se explican en
el libro [13].

Windows: la versidn windows para AMPL = obtiene descargando el ar-

chivo “amplelim. zip”. La instalacidn se completa siguien do los signien-
tes pasos:

a)] Expandir el archivo amplclm zip.

&) El proceso de extraccidn crea una carpeta lamado amplanl que
contieneel programa estandar de AMPL (ampl exe), una utilidad
lamada “scrolling-window utility” (sw.exe), ejecutables para dos
solucionaderes: MIIMOS 5.5 (minos exe) y CPLEX 8.0 {cplex. exe
¥ cplex80.dll), ¥ el cliente Kestrel (lestrel exe) que provee acceso
grabuito & méas de una docena de solucionadores via inbernet.
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Para correr AMPL con estos archivos haga doble click sobre sw.exe
v escriba anpl, en la ventana que aparece, para cargar e programa
AMPL. La ventana ze debe ver de la siguients forma:
s ampl
ampl:
ahora puede teclear comandes en la linea comeo se explica en [12] o en
la seccidn 9.1, El salucionador por defecto es MO S, Para atilizar
CPLEX teclee d comando: option selver cplex o eptien solver
kastrel si desea utilizar el diente Kestrel.
TInix: Parasistemas operacionales tipo Linox sige los signientes pasos:
a) Obbenga el archivo .gz apropiado para el siskema en el que desee
instalar el programa.
4} Expanda el archivo, utilizando gzip, para obbener uno nuevo de
noumbre ampl.
¢} Adicione el directorio donde se encuentra ampl al sezrch path de
g1 USUETIO.
d) Otdrguele perimiscs de ejecucidn al ardhive ampl.
e) Descargue los sclucionadores que desee siguiendo el linle “sclver
download instructions”.
F) Adicione a su search path la carpeba donde se encuentran los
solucionadores.

Para utlizar AMPL tecles anpl en una ventana de terminal con linea
de comandes, esta debe cambiar a
ampl:

Al finalizar estos 3 pasos la versidn de estudiante de AMPL estard instalada
en su compubador, esta versidn permite trabajar con problemas de hasta 300
variables ¥ un total de 300 cbjetivos v restricciones. Lia versidn profesional no
tiene ningan limite intrinseco ni en el ndimero de variables ni en el de ob jetivos ¥
restricciones. La licencia profesional de AMPL == puede obbener a traveés de uno
de los distriboidores que se listan en http:/ /www. ampl. com ¢ vendors html Para
este proyecko hemos obtenido una licencia profesional de AMPL en el Departa-
mento de Mabematicas de la Universidad de los Andes, con fines educatives ¥
de investigacion.

0.2, Solucionadores

Camo se explicd en la introduccidn de este capibulo AWMPL no scluciona los
problemas de optimizacion directamente. AMPL se vale de solucionadores (sof-
ters ) para esta tarea, su tares es entregar el modelo ¥ los dabos al solucionador
especificado por el usuario ¥ extraer la informacidn que retoros éste.

Debido ala amplia gama de problemas de optimizacion (lineales, no lineales,
copbinuos, discretos, ebe ... ) ¥ & su vez ala diversidad de algoribmos de solu-
cidn que se pueden utilizar para cada tipo de problemeas, es necesario escoger
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Sohxionador FProblema Solacionador FProblema
Lineal (simplex}
Lineal {intericr)

CPLEX Red MIMNOS Lineal (simplex)
Cuadratico Mo lineal
Entero lineal
Entero cuadritico
DONLEZ Mo lineal ENITRO Mo ineal

Cuadro %1 Algunos sclucionadores que funcionan con AMPL, ¥ los tipos de
problema (algoritmo) que ofilizan.

& sclucionador adecuado para cada tipo de problema, A la fecha se pueden en-
contrar en la pigina de AMPL (http: //www. ampl com fsolvers. htinl) 27 sclvers
diskintos. Para ver un pequeno listado de los solucionadores que hemeos ntiliza-
do remitase a el cuadro 8.1, Algunos solucionadores son de libre distribucidn ¥
eddigo abierto, obros necesitan licencias especiales para poder tralbajar.

VYale la pena anotar que AMPL también puede trabajar con solucionadores
desarrollades por usuarios. AMPL posee una interfaz pdblica ¥ documentada
que ge puede utilizar para solocionadores personales. Lia interfaz trabaja & traves
de ardiivos, AMPL escribe un archivo con el problema que debe ser leido por el
solicionador que escribe un archivo de solucidn que lee AMPL. El formato de
éste archivo tiene versiones equivalentes en binario y ASCIT. Esta caracteristica
ofrece la flexibilidad necesaria para soportar una gran variedad de solucionado-
res.

La interfaz de AMPL se puede enconbrar en la siguiente pagina web:
htbp: / fwrww ampl.com /REFS fabstracts html#hooking 2. También es posible des-
cargar rutinas estindar de interfaz (en C) para leer y escribir los archives forma-
teadcs de AMPL, ir a http: //www. ampl com hiooking html para més detalles.

Paraindicarle a AMPL que se desea trabajar con un solucionador particular
de nombre rombre_solucionador se ubiliza la signiente sintaxis en la linea de
comandeos {antes de solucionar el problemal):

ampl: option solver aombre scolucioncdor

La documentacidn para cada solucionador se puede encontrar con el distri-

buidor particular de cada uno, o en algunos casos en la pagina web de AMPL.

9.3. Elementos de Modelaje

Para poder trabajar con AMPL == debe correr el programa escribiendo el
comando AMPL en una lines de comandos come se describic en 3.1, 8i se estd ubi-
lizando una interfaz de texto lo primero que se debe ver en ésba, inmediatamente
se haya ejecutado AMPL, es:

ampl :
Una vez se esbé en estasibuacion AMP L esté listo para inberpretar sus comandos.
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Como en la mayoria de programas que inberpretan comandos AWMPL espera
hasta que se presicne la tecla “enter” o ‘return™ para procesar lo que se ha
escribo en la linea

Todo canando de AMPL finaliza con un punto ¥ coma (3). Si usted teclea
uno o més comandes complebos en una Linea AWPL los procesa, imprime log
mensajes apropiados ¥ retorna la linea de comandos ampl @ nuevamente. 51 usted
finaliza (presionando “enter”sin haber escrito ¥, ) una linea sin haber terminado
el comando, AMPL lo invita a finalizar este en la siguiente linea, esta invitacion
gepuede identifi car porque la nueva lines de coman dos que se le presenta terming
en una interrogacidn ¥ no en dos puntos:

anpl ¥

El ndmerc de caracteres que se pueden teclear en una lines de comandos
estd limitado por el sistems operacional particular que se esté utilizando ¥ se
pueden ukilizar tantas lineas como sea necesario para commpletar un comando.

AMPL trabaja principalments con dos tipos de archivos:

» El archivo donde se encuentra &l modelo (identificado generalmente por
tener una extension . med.

= Un archivo opeional donde se le indican los valores numeéricos de los di-
ferentes parametros ¥ los elementos de los conjuntos requeridos por el
modeln. Este archivo generalimente tiene extensidn .dat.

El primer archivo define el models del problems a resclver. Este modelo debe
geguir unas reglas de sintaxic bien definidas. Una de las grandes ventajas de
trabajar con AMFPL es que la sintaxis para escribir modelos es muy parecida
a la sintaxis que se ubiliza en la formalacidn algebraica de los problemas de
optimizacidn. El segundo archivo le indica a AMPL qué dementos hacen parte
de les conjuntos o los valores de los parametros que se definen en el modelo del
problems La cpridn de poder definir un modelo simbdlicamente ¥ definir los
valores particulares para un tipo de problema hace que AWMPL sea muy versakil
en el sentido que un sélo modelo bien definido puede ser utilizado para resolver
diferentes tipcs de problemas cambiando solamente el archivo de dabos.

Existen varios comandos que ubilizan nombres de archivos para leer o escri-
bir informacidn. El nombre de un archivo puede ser una secuencia cualgquiera de
caracteres (excepto por € punto ¥ coma ; o camillas * o ). Las reglas que deter-
minan la correcta escritura de los nomibres de los archivos estan determinad as
por el sistema operacional.

Para finalizar una sesidn de AMFPL se puede utilizar el comando end o quit.

9.3.1. Carga ¥ solucidn de modelos ¥ datas

Para aplicar un solnconador a un modelo en particular == deben ukilizar los
comandos medsel, data ¥ solve:
anpl: model transp.mod; dote assign.dat; solwe
CPLEX &.0.0: optimal solution; objective 28
24 dual simplex iterations (0 in phase I)
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El comando model carga un archivo que contiene las especificaciones del
modelo, el comando data carga otro archivo que cosntiene los valores para los
componentes del modelo. El comando selve hace que se le envie una descrip-
cidn dd modelo & un solucionador ¥ que los resulbados estén listos para ser
ex aminados.

AMPL mantiene un dnico modelo en memoria que se enviard al solucio-
nador cuando se utilice el comando selve. Al comenzar una sesidn el modelo
esta vacio. El comando medel lee declaraciones de un archivo ¥ las anade al meo-
delo actual; el comando data lee declaraciones de un archivo que propeorciona
valores & componentes que va estédn en el modelo. Esto permite utilizar varias
veces el comando medel o data para construir une descripeidn de un problema
de optimizacidn & partir de diferesntes archivos.

Esz posible declarar partes del modelo o asighar valores & los componentes
directamente por la linea de comandos. Pero dado que los comandos que definen
partes del modelo o asignan valores son parecides hay que indicarle a AMPL
qué tipo de comando (de modelo o de datos) se estd tecleando. Por defecto
AMPL esté en modo model, el comando data (sin ser seguido del nombre de un
archivo) cambia a modo datz ¥ el comando medel (sin ser seguido del nombre
de un archiveo) retorne al modo modsE

8i un modeln declara més de una funcidn objetivo AMPL, por defecto, las
pesa todas sl solucionador. La mayoria de solucionadores sdlo trabajan on una
funcidn objetivo ¥ generalmente szeleccionan la primers de ellas por defecto.
El comando ebjective permite seleccionar una de las funciones objetive del
modeln pars ser entregads sl solucionador; la sintavizs de este comando es la
palabra cleve ebjective sepuido de un nombre definido en una declaracidn de
tipo minimize o maximize:

ampl: objective NMombre funcidn
El comando selve pone en mardia una serie de ackividades:

1 Hare que AMPL genere un problems de optimizacion especifico a partir
del models ¥ los dabos que se le han entregado. Si hacen falts dabtos o el
tmodelo estd ncompleto imprime un mensa je de error. También =2 generan
tmensajes de error =i los dabos violan alguna restriceidn impuesta por el
tmodelo. Errores aritiméticos, commeo divisidn por 0, son detectados, tambisn,
en este momento.

13

AMPL entra en una etapa de presolucidn que intenta simplificarle el pro-
blema al solucionador. Eo algnnos casos la pre-solucidn detecta la impo-
sibilidad de encontrar una solucidn dphima, imprime un mensaje de error
explicativo ¥ no envia el problema al solucionador.

3. 8e envia el problema (posiblemente simplificado) al sclucionador por de-
fecto 0 d escogido por el usuario. A menos que el usuario provea valores
iniciales para las variakbles & encontrar, AMPL no le envia puntos iniciales
al solucionador excepto =i ya se ha invocado el comando solve previa-
mente. En este caso AMPL utiliza las soluciones que se encontraron y
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las utiliza como puntes iniciales. Para evitar que AMPL envie solucio-
nes previas como puntos iniciales == debe utilizar el camando reset. Este
comando dimina el modelo de memoria

AMPL imprime los mensajes que envia el solucionader {la cantidad de
mensajes == puede ampliar o reducir modifican do las opeiones particulares
de cadasclucionador) ¥ entra en una ebapa de post-proceso donde esti Lista
a recibir comandos para imprimir datos tecleados por el nsuaria.

AMPL le permite al usnario cambiar los valores de los elementos del modela
y formatear de diferentes formeas los resultados que se obtienen al soclucicoar
el problema parbicular; para ana descripeidn detallads de estas posibilidades
remitimos al lector a la referencia [12] en particular los capitulos 11-14.

9.4.

Herramientas ¥ Comandos

La notacidn matemdticanos permite escribir de forma compacta la forma, ge-
neral, o modeln, de un problema de optimizacidn utilizando notacidn algebraica
para describir los objetivos ¥ las restricciones que componen el problema.

Todo problema de optimizacidn se puede describir ubilizando los signientes
elementos matemati cos:

Conjuntos.

Parametros, elementos conocidos ¥ estiticos que forman parte del pro-
blema.

Variables, coyos valores deben ser determinadeos por el solucionadear.

Objetivos, funciones de los pardmetros ¥ las variables que deben ser
minimizados o maximizados.

Restricciones que deben ser satisfechas por la solueidn.

Por ejemplo, el problema de transporte (lineal) descrito en 3.5.1 se puede escribir
en notacidn matemnatica de la siguiente forma:

Dades: QRTG, un conjunto de origenes
DEST, un conjunto de destinos
5o 0, cantidad de bienes disponibles, &< ORIG
d; = 0, demanda de bienes, i DEST
ri; =2 0, cosbo de transporte de bienes, 12 QRIG
je DEST
Defina.: T =0 cantidad de prod. a transportar @ € ORIG
je DEST
Minimize: Eizj Cij *ﬂj
Sujeto a: 2Ty = Wie QRIG, e DEST

v, T =d; Wje DEST, i€ ORIG
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Este modelo describe un ndmero infinito de problemas de optimizacidn re-
lacionades. Si se proveen valores especificos para los elementos que se suponen
conocides el modelo se transforma en un problems especifico. Cada conjunto
diferente de datos define una situacidn dnica.

Un modelo matermdbico es, nsualmente, la forma meas compacta ¥ clara de
expresar uh problema de optimizacion ¥ ademis, uns vez se tiene la formulacicn,
la traduceidn & un lenguaje de programacidn se faciliba

Ellenguaje de programacicon AMPL estd disefiado para que sus comandos
sean 1o mis parecido a una formnlacidn matematica posible sin que sea hecesario
algo més que un teclado comdn Exisben construcciones en AMPL para definir
todos los componentes bésicos que se mencionaron anteriormente | conjuntos,
parametros, variables, objetivos ¥ restricciones ), ademds de formas para escribir
expresiones aritmébicas, suwnas sobre conjuntos, ete.

941 Comandos de madelaje

Las declaraciones de los elementos del modelo tienen la sipniente forma
oormuin:

elemento nombre alins, . inderomientos . CUETPOp, |

donde rombie es un nombre alfanumérico que no ha sido asignado previamente
aobra entidad por une declaracion, slios es un likeral oprional, inderomicntos
es una expresidn opcional de indexamiento ¥ elemento es una de las siguientes
palabras claves

sat

param

var

arc

ninimize

maximize

subject to

noda

Eleiemerto puede ser omitido, en cuyo caso se aswme subject to. El cuerpo
de varias declaraciones consiste de otras fraces, la meyor(a opcionales, que siguen
la parte inicial (condiciones, ebe. ). Toda declaracidn debe ser finalizada por un
punto ¥ coma

Las dedaraciones pueden aparecer en cualquier crden, salvo por la condicidn
que cada nombre debe ser declarado antes de ser atilizado.

El conjunto, (set), es el componente fundamental de los modelos de AMPL.
En general, los parametros, variables y restricciones estéan indexados sobre algiin
conjunto ¥ muchas expresiones contienen operaciones (usualmente sumas ) sobre
conjuntos. El indexamiento sobre conjuntos es lo que permite que un modelo
concigo describa un programs matematico extenso.

AMPL ofrece una amplia variedad de tipos de conjuntos ¥ operaciones. Los
miermbres de un conjunto pueden ser cadenas de carackeres o nimeros, ordenados



128 CAPITULO 5 HERRAMIENTAS COMPUTACIONALES: AMPL

o desordenadeos, pueden aparecer como individuos, parejas ordenados, tripletes
o tuplas mis grandes. Los conjuntos se pueden definir listando sus miembros
o computindolos explicitamente, ubilizando operaciones como unidn o intersec-
cign sobre obros conjuntos, o especificando operaciones matematicas o logicas
arbitrarias como condiciones de pertenencia.

Cualquier componente de un models 1 operacidn iterativa se puede indexar
sobre cualquier conjunto, ukilizands una forme estind ar de indexar expresiones.
Inecluso los mismos conjuntos se pueden declarar en colecciones indexadas sobre
otros conjuntos.

AMPL permite cuatro operaciones que definen un nuevo conjunto a partir

de dos existentes:
A union B

A inter B

A diff B

A symdiff E
donde unien define un nueva conjunto con los elementos de 4 ¥ B, inter reborna
elementos que estén en 4 ¥ B; diff los que estdn en 4 pero noen B ¥ symdiff
los que estéan en 4 o en B pero no en los dos. Para una descripeidn mas extensa v
detallada de las posibilidades ¥ operaciones sobre conjuntos referimes al lector
a los capitulos 5 ¥ 6 de [12).

Un moddo de optimizacidn extenso otiliza, sin lugar a dudas, una gran
cantidad de valores numéricos. Comeo =2 ha explicado previamente, en un modelo
de AMPL, =dlo es necesario hacer una descripeidn simbdlica de estos ¥ los valores
especificos sdlo tienen que aparecer en comandos separados de tipo data

En AMPL un valor numérico que tenga nombre se lama un pardmetro. Es
posible declarar parametros como escalares individuales pero la mayoria se de-
finen indexadecs sobre vectores, matrices, o alglin obro tipo de valores numéricos
indexadcs sobre conjunbos.

Los parametros ¥ otros valores numeri cos son los blogques con que se conskruo-
yen las expresiones que definen las funciones objetivo ¥ las restriccones de los
modelos. Ademds de los operadores unitarios ¥ binarios estandar de la notacidn
algebraica AMPL provee operadores de iteracidn como sum ¥ preod ¥ un opera
dor condicional {if-then-slse) que escoge entre dos expresiones, dependiendo
de la veracidad de una tercera

Los parametros estén pensados para que representen valores noimeéricos pero
tarnbién pueden representar cadenss de caracteres arbitrarios o valores ldgicos.

Las variables de un modeln tienen modio en comdn con los parametros
numeérices. Los dos son simbolos que representan nimeros ¥ que se pueden
utilizar en expresiones aritimeticas. Los valores de los parametros son proveidos
por el usuaric mientras que los valores de las variables deben ser encontrados
por el solucionador.

Las funriones objetivo consisten en una de las palabras clave ninimize o
maximize, un nambre, dos pantos ¥ una expresidn lineal o no sobre conjuntos
previumente definideos, parametros ¥ variables.

Las restricciones se definen con la palabra clave subject te, un nombre,
dos puntos ¥ una expresidn lineal o no sobre conjuntos previamente definidos,
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Estilo Estila Tipo de Tipo de
s al alterno operan dos resultado
if-then-else lagico, aritmébico aribmébico
or [l légico légico
exists forall Ldgico Ibgico
and Lebe Légica Iogica
not ! Légica Iogica
CE==<rrr= Ld==!=»5»= aritimético légico
in net in objebo, conjunto lbgica
+ — lass aritmetico aritmékico
sum prod min max aritmeético aribmeético
+ / div med aritimético aritmético
+ — {unario} aritimético aritmético
- ** aritmetico aritmékico

Cuadro 3.2 Operadores ldgicos ¥ aritméticos en orden de precedencia.

parametros ¥ variables. Estas se pueden definir come colecciones indexad as sobre
un conjunto.

Para mayor profundidad en las definiciones de variables y restricciones vea
el capitulo 8 de [13).

9.4.2. Expresiones matemadaticas ¥ ldgicas

Las expresiones matematicas de AMPL son muy parecidas a las de otros
lenguajes de programacicon. Los nimeros liberales consisten de un sigho opeional
seguido por una secuencia de digitos, que puede o no incluir un punto decimal.
Al final de un nimero likeral puede haber un exponente, formado por la letra
d, I, e o E¥ un signo opeional segnido por digites (7. 66330-07).

Los literales, pardmetros ¥ variables pueden ser combinados en expresiones
utilizando los operadores esténdar de adicidn (+), resta (-], mulbiplicacidn (#),
divisin (/) ¥ exponenciacidn (~). Las convenciones comunes de aritmética apli-
can. El cuadro 3.2 muestra los operadores ldgicos ¥ mabematicos que maneja
ABIPL con diferentes sinbaxis correctas para su utilizacon.

Otra forma de constroir expresiones aribmébicas es aplicando funciones a
otras expresiones. Una referencia a funcidn consiste de un nombre seguido por
un argumento en paréntesis o una liska de argumentos separados por comas,
cualquier expresidn aribmébica puede ser argumento de una funcidn.

El cuadro 3.3 liska las funciones predefinidas que se encuentran tipicamente
en moddos. Adicionalmente AMPL proves funciones de redondeo ¥ una var
riedad amplia de funciones que generan nimercs alesborios. También existe 1a
posibilidad de imporbar funciones definidas por el usuario.

Finalmente, AMPL permite utilizar operadores (kigicos ¥ mabemnaticos) ¥
funciones en la definicidn de conjuntos, pardametros ¥ variables. Los operadores
iberabivos pueden operar sobre cualquier tipo de conjunto.
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abs(x) valor absoluto, ||

acos(T) coseno inverso, cos~ Mr)

acoshir) cosenc hiperbélico inverso, cosh™'(r)
asinr) seno inverso, sin~{r)

asinhlr) senc hiperidlico inverso, sinh™ ()
atanlr) tangente inversa, tan™' ()

atanh{r) tangente hiperbelica inversa, tanh ™ ()
coslr) coseno, cos(r)

coshir) coseno hiperbdlion, coshir)

oxple) exponencial, €

logflry logaritimo natural, 1nr)

loglodr) logaritimo base 10, lnyglr)

maxlry,Ts,...J maximeo (2 o mis argumentos)
minlry,Ta,...J minimo (2 o mis argnmentos)

ginfr) geng, sin(r)

ginhi{r) geno hiperbdlico, sinhif T}
sqrtlr) raiz cuadrada, T

tanfr) tangente, tanir)

tanh(r) tangente hiperbdlica, tanhir)

Cuadro 3.3 Funciones aribméticas inclnidas en ARMPL.

9.4.3. Formato de datas

AWMPL distingue dos ambientes distintos dentro de sinbaxis, el de modelaje
v el de dabos. Lias secciones anteriores trataron algunos aspectos del modelsaje,
gintaxiz ¥ funciones matematicas. El objetive de esta seccidn es presentar, de
una forma inkroductoria, las posibilidades que ofrece AMPL para leer dabos de
archives externos v los formatos que este reconoce.

AMPL puede cbbteper datos de archives con una sinbaxis ficil de manejar
en un editor de texto cualquiera y de archives generados por bases de datos o
hojas de cdleulo. El comando display permite obbener, en pantalla, o exportar,
a un archivo, los resultados enviados por el solucionador en diferentes formatos
reconocidos por AMPL ¥ obros programas.

AMPL lee definiciones de datosen un mo do data que seiniciaconel camando
data La forma més comin de utilizacidn de este comando consiste en la palabra
clave data seguida por el nombre de un arcdhivo. Por ejemplo para leer datos de
un archive lamado assign.dat:

anpl: data assign.dat;

Mientras que esté leyendo en modo data, AMPL traba los espacics conse-
cutivos, tabuladores v cambios de lines como un solo espacio. Las comas que
geparan cadenss o nimercs también =on ignoradas. Esta caracteriztica ayuda a
mantener los archivos de dabos en una forma legible. Al finalizar la lectura de
dabos AMPL retorna al modo en el que estaba previamente.

Para un pardmetro sin indexamiento (escalar), & comando de dabos asigna
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un valor:
param supply := 0.8;
Para pardametros indexados sobre un conjunto uni-dimensional come
sot ORIG; # origins
param supply {0RIG} »= O;
e especificacidn del conjunto puede ser simplemente un listado de sus miembros:
set ORIG := Coullard Hazen Hopp Hurter:
v la especificacidn del parametro puede ser parecida excepto por la adicidn de
un valor después de cada miembro del conjunto:
param supply := Coullard 1 Hazen 0 Hopp 0 Hurter 1;
note que gracias a que AMPL ignora espacics consecutives, tabuladores ¥ cam-
bics de linea, la especificacidn == habris podido escribir corme:

param supply =
Coullard
Hazen

Hopp
Hurter

El formaten de datos de parimetros de deos dimensiones (indexados sobre
dos conjuntos) tiene una sintaxis parecida alas de una dimensidn pero con cada
miemnbra del conjunto identificado con un par de objebos. La peneralizacidn a
més de dos dimensiones sigue el mismo tipo de sintaxiz. Sin embargo AMPL
tambign reconoce un formabo de tipo tabla pars este tipo de parametres, por
ejemplo los valores para las siguientes definiciones (note que cost es un pardme
tro bidimensional ):
zat ORIG;

sat DE3T;
param cest {0RIG, DE3T} »=10;
ge puede especificar como
set ORIG :
sat DE3T :
param ceost:
1021 1043 10B3 &=

Coullard g a 8

Hazen 11 8 7 H

Ademiés de permibir definir valores especificos AMPL permite definir valores
por defecto para escalares o parametros en una o mas dimensiones. La sintaxis
para ubilizar esta posibilidad es:

param facombre_pordmetro defanlt walorpordefecto ;
donde walorpor-defecto es un nimero.

AMPL también permite extraer datos de archives propios de manejadores de
bases de datos o bojas de céleulo. Para la descripeidn detallada de los comandos
necesarics referimes al lector a [12], capibulos 8-10.

Coullard Hazen ;
1021 1049 1063 ;
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9.5. Ejemplo=s

El cbjetivo de esta seccidn es mostrar ejemplos donde se ponen en practica
la sintaxis ¥ los comandos describos en las secciones anteriores. Como se b
mendonado en 32 AMPL == vale de sclucionadores para obtener las soluciones
de los modelos para los dabos particulares que se estén trabajando. Trataremos
tres ejemplos:

= Modelo linesl de transporte.
= Modelo no lineal de transporte.
= Modelo de Bolza explicado al final de la seccidn 3.2.1.

Los dos primeros modelos han sido tomados directamente de [12] ¥ hemos tras-
crito tanto el archivo del modelo {.med) como el de datos .dat. En el caso del
problemsa de Bolza hemeos escrito el modelo ¥ preseatamos los resultados que
obtenemeos para los momentos definidos en 3.2.1.

9.5.1. Problema de Transporte

El problema de transporte es un ejemplo comin de optimizacidn donde una
gerie de bienes se deben transportar de varios crigenes a varios destinos de
forma tal que el costo del transporte de los bienes sea minimo. Este ez uno de
los ejemplos mas conocidos de problemas donde se quiere minimizar el costo de
algin tipo de flujo.

El problema. particular que se trata en [12] consiste en transportar un bien de
un conjunto de origenes a otro. El costo de llevar el bien de un arigen cualquiera
& un destino cualquiera es conocido. Ademids hay un indice que indicala cantidad
del producto en los origenes ¥ otro relacionado con la demanda en los destinos.

La funcidn a minimizar depende de los costos de transporte ¥ de las canti-
dades a transportar entre crigenes ¥ destines.

A esta funcidn de coste se le imponen restricciones que aseguren el cumpli-
miento de ciertas ecuaciones que se deben complir,

Ejemplo: caso lineal

En este caso la funcidn de coste es la multiplicacidn dels cantidad de prodoe-
to a transporbar de cada crigen a cada destino ¥ el wsto de transportarlo. Lias
cantidades que == desean encontrar son las cantidades a transportar de origenes
a destinos.

El modelo tiene dos restriccones: una para asegurarse que la cantidad de
producko que llegs a un destino sea igual & la demands ¥ otra que asepure que
la totalidad de producto que sale de un origen no exceda la cantidad disponible.
Las restricciones también son lineales.

A continuacién presentamcs el archivo del modelo lineal para el problema
de transporte transp meod:

sot ORIG; # origins
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zet DE3T; # dastinations
set LINKS within {ORIG,DEST);
param supply {0RIG} »>=0; # amounts available at erigins
paran demand {DE3T} »=0;
# ameunts required at destinatiens

check: sum {i in ORIG}

supply[i]l = sum {j in DE3T] demand[j];

param cest {LINE3] »=10; # shipment costs per unit
var Trans {LINE3] »=10; # actual units to bo shipped
minimize total cost:

sum {i,j in LINE3} cest[i,j] # Trans[i,jl;
subject te 3upply {i in ORIG}:
sum (i,j) in LINES Trans[i,j]l = supplylil;
subject te Demand {j in DE3T}:
sum {4,7 in LINE3] Trans([i,j] = demand[j];

El archivo correspondiente de dabtos, assign.dat:

st ORIG := Coullard Hazen Hopp Hurter Jones

Mehrotra Rieders 3pearman 3un Tamhane Zazanis ;
get DE3T := 1021 1049 1063 10EE 1083 1087 ;
paran supply default 1 ;
paran demand default 1 ;
param cost:

1021 1049 10B%  10BE 1083 1087 =

Coullard 5] 2 g 7 11 10
Hazen 11 g 7 =] g 10
Hopp ] 16 11 1 E g
Hurter 11 9 8 16 53 E
Jones 3 2 8 9 10 11
Mahrotra 11 a 10 B 3 4
Rieders & 11 10 9 8 7
Spoarman 11 E 4 ] 7 8
3un 11 9 10 2] 53 E
Tamhane E g 9 2] 4 3
Zazanis 11 a 8 4 ] B :

Ejmplo: cazo no lineal

FPara el caso no lineal se han introducido nuevos parimetros que aumentan
la complejidad del modeln, Ademds de la oferta ¥ la demanda se han incluido el
costo basico de transporte por unidad de producto ¥ un limite al ndmero de uni-
dades que == pueden llevar de un crigen a un desting. Estas nuevas restricdones,
por si solas, no introduacen no linealidad en el modela.

La no linealidad se introduce en una nueva funcidn coste definida come

-IE .

1— Tui
Les

i -
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donde v;; representa. el costo por unidad transportads del origen 1 al destino j,
Ty la cantidad de producto a transporbar (variables a encontrar) ¥ {;; el Limite
de unidades que se pueden transportar.
Las restricciones impuestas son equivalentes a las del caso lineal.
El archivo del modelo nilrans meod es:
2ot ORIG; #origins
zet DEST; # destinations
param supply {0RIG} >=0; # amcunts available at crigins
paran demand {DE3T} »= 0;
# amounts required at destinations
check: sum {i in ORIG]
supply[il = sun {j in DEST} demand[jl;
paran rate {ORIG,DE3T} »>=0; # base shipment cests per unit
paran limit {0RIG,DEST} > 0; # limit on units shipped
var Trans {i in ORI&G, j in DEST} »=10, := 0; # units to ship
minimize tetal cost:
sum {i in ORIG, j in DEST}
rate[i,j] * Trans[i,j] / (1 - Trans[i,jl/limit[i,j1);
subject teo 3upply {i in ORIG}:
sum {j in DEST} Trans[i,j] = supplylil;
subject to Demand {j in DE3T}:
sum {i in ORIG} Trans[i,j] = demand[j];
Una posibilidad para el archivo de dabos es nitrans dat:
param: ORIG: supply :=
GARY 1400 CLEW 2600 FITT 2200 ;
param: DE3T: demand :=

FRA 200

DET 1200

LAN £00

WIN 400

3TL 1700

FEE 1100

LAF looo
param rate : FRA DET LAN WIN 3TL FRE LAF :=
GARY 38 14 11 14 15 a2 8
CLEW 27 a 12 a 26 £l 17
PITT 24 14 17 13 25 a4 20
param limit: FRA DET LAN WIN 3TL FERE LAF ==
GARY EO0 1000 1000 1000 800 G&OO 1000
CLEY E00 a00 a00 800 EBOO  BOO 1000

FITT 00 600 G00 600 EBOQ  &OO 00
Como se puede apreciar en los distinbes ejemples el lenguaje de modelaje de
AMPL es bastanbe intuitivo y la forma de escribir los dabos bastante cdmoda.,
Preseguimos abhora a resolver el problema de Bolza utilizando las facilidades de
este programs.
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9.5.2. Problema de Bolza ¥ Medidas de Young

Frocedeimos ahora a describir la solucidon del problemsa de opbimizacidn en
g que =ze transformd el problema de Bolza en la seccidn 3.2.1. El problems de
Bolza =2 enuncia comeo minimizar el funcional

I =L (1—u'(2®)" +ufx)® dr, (8.1)
bajo las condiciones de fronkera
u(0) =u(l) =0. (8.2}

Debemos encontrar las funciones ur) que minimizan J{u).

Aplicando el método de los momentos llegamos a que el problemaen términos
de momentes se podia escribir de 1o siguiente forma si tomameos una malla de
10 puantos:

3
10

Falm) =) | 1= 2malr) +mulr) + Zmqujmr Ar  (03)

i=1l

donde

1
Ar = —.
T =10

Manteniendo la condicicn de fronbera

> mylr)Ar =0, (9.4}

=1
eimponiendo las condiciones sobre la matriz de Hankel que forman los momentos
He

mzlii'i} = ml{Tijg

mir,-]l EM3(II'}3 (95}

mz{Ti }lﬂ‘?-;{i'i}l = ms{Ti}lg
ol gyl ) 4 2mo(r dma(r dmar ) — main P
—mgl{r:)® — my(z:) Pyl = 0.
Este es un problema de optimizacdn convexo pero no lineal que AMPL puede
solucionar.
El problema 1o solucionamos definiendo el modelo, solamente, ya que los

datos necesarios para llegar ala solucidn son tres escalares: el nimero de puntos

de la malla ¥ los valores de la funcidn u en los extremeos de la barra. Definimeos
los siguiente pardametros:

= N nimero de punbos de la malls.
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» al, valor de u(l).

= a0, valor de u(0).

» 0, ancho de las divisiones de la malla, I = A,
Dos grupce de variables distintas:

» %, la utilizaremes en la recuperacion de la solacida.

= m, los mamentos. Estéin definides sobre dos conjuntos ya que cada momenta
{my,...,m,) debe ser encontrado en cada punto ¢ de la malla

Definimes la funcidn objetive Ja{m) (Jd) e imponemes las restricciones de
la matriz de Hanked para cada punto de la malls.

El archivo que se utilizo para definir el modelo, boiza mod, es:

param N defaunlt 10;
param al default 0O;
param al default 0O;
param D = 1/N;
var x {1..H};
var m {1..4, i in 1..H};
minimize Jd:
sum {i in 1..H} (1 - 2#m[2,i] + m[4,i] +
(a0 + sum{j in 1..i}(m[1,j124D3" 23D ;
subject te Final Peint: sum{i in 1..N} (m[1,i13#D = al - a0;
subject te subdetl {i in 1..N}: m[2, i] »= (m[1, i]372;
subject te subdet2 {i in 1..N}: m[4, il »= (m[2, i]}"2;
subject te subdet3 {i in 1..H}:
m[z, il#m[4, i] == (m[3, i])"2;
subject te subdetd {i in 1..H}:
(ml2, il#m[4, il - (m[3, 11372 - wl4, il#(m[L, ili~2 +
2#m[1, il#m[2, il#m[3, 1] - fm[2, i1}73) == 0 ;

Al correr este mo delo se cbtienen los valores de el cuadro 3.1 paralos momen-
tos m; (7). 8i comparamos con les resulbados analiticos obtenidos en la seccidn
3.2 vemos que el programa de optimizacidn recupera fielmente la respuesta
correcta.,

Estos momentos nos permiten entender las sucesiones minimizantes v obte-
ner {por un método numérico) las figuras 3.3 ¥ 3.4

9.5.3. Calculo de Microestructuras

En esta seccidn describimes el cédigo ubilizado para solucionar el proble-
ma {4.4)-(1.6) planteado en la seccidn 4.2, Recordemeos que este plantamiento
se deriva del balance de energia (1.2} que fue propuesto para encontrar la mi-
croestructura de un acero con bajo contenido de carbono. El cédigo en AMPL
utilizado para encontrar los valores de los mamentos my(r;), 7 = 1,2,3,4. del
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ml(ri) ﬂ'&g(ﬂi‘i) mg(ri) M4(Ii)
T 1] 1 1] 1
T 1] 1 1] 1
T3 1] 1 1] 1
T, 1] 1 1] 1
T 1] 1 1] 1
Te 1] 1 1] 1
T 1] 1 1] 1
Tg 1] 1 1] 1
Ty 1] 1 1] 1
Tio 1] 1 1] 1

Cuadro 3.1 Valores de momentos obtenidos nwmericamente para el problema
de Bolza utilizando AMPL.

problems previamente mencionado es (se han tomadeo 20 puntos en el intervaln
de interds). param N defanlt 20;
param al default 0.26;
param al default 0;
param D = 1/N;
var x {1..N};
var m {1..4, 1 in 1..N};
minimize Jd:
sum {1 in 1..W} { B08.319 % m[2,i] - 1664.87 % m[3,i] +
1648.97 # m[4,i] + abs (a0 + sum {j in 1..i}¢m[1,j104D) J+D;
subject te Final Peint: sum{i in 1..N} (m[1,i]1}#D = al - a0;
subject te subdetl {i in 1..N}: m[2, i] == (m[1, 1122
subject te subdet? {i in 1..N}: ml[4, il == (m[2, 1122
subject te subdet3 {i in 1..NH}:
w(2, il#nl4, i] »= (w[3, i1)~2;
subject te subdetd {i in 1..N}:
(w2, il#m[4, i] - (w[3, 11372 - m[4, il#(m[1, 1072 +
2am[1, il#m[2, il#m[3, il - fm[2, i19°3) >= 0 ;
Elsclucionador utilizado para tratar este problema fue ENITRO ™ un so-
lucionador para problemas de optimizacidn no lineal que ubiliza un algoribmo
de tipo interior (o de barrera). Para mayor informacidn consulbar la paging wep
http: / feww.ziens comflenitro hbml Las opciones del solucionador que se otili-
zaron fueromn:
anpl: option kmitre options “dirsct = 1 maxit = EBOOO";
Este codigo nos propordona los valores de los momentos del cuadro 41 &
partir de los cuales encontramos los pesos ¥ soporbes del coadro 1.2 que final-
mente nes leva a proponer las sucesiones minimizantes que mostramos en 1a
figura 1.2,



Capitulo 10

Herramientas
Computacionales Para
Calcular Microestructuras:

GAMS

GAME ( General Algebraic Modeling Software] es un sisterna de modelaje de
albo nivel para problemas de programeacidn matematica. GAMS esti disefiado
para manejar modeos complejos de gran escals ¥ permite adaptarlos riapida-
mente a situaciones nuevas. Este programa estd compuesto por un compilador
v un conjunto de solucionadores inkegrados. A grandes rasgos es un lenguaje de
modelsje algebraico pars problemss de optimizacidn lineales ¥ no lineales, en
variables continuas o discretas. GAMS permite que el usnario ukilice un lenguaje

algebraico para plantear modelos de optimizacidn ¥ examinar soluciones.
Entre las caracberisticas de GAMS cabe destacar lo signiente,

1. 8u capacidad para pasar de resolver problemas de pequeda dimensicn
{docenas de variables ¥ restricciones) a problemas mayores (miles de va-
riables ¥ restricciones) sin necesidad de variar el cddigo sustancialmente.
El manejo eficiente de sus indices permite escribir de manera compacta

restricciones similares mediante una sola expresidn.

[

. Bepara el proceso de modelado del proceso de resolucidn del problema, Asi,

el usuario de GAMS debe =er capaz de conseguir una formolacidn consis-
tente del problema, ¥ una vez esté expresada en la nobacidn de GAMS,
este lenguaje hace uso de alguno de los optimizadores disponibles para
obtener su solucidn. De esta manera, el usuario sdlo ha de centrarse en
obtener un modelo del problema ¥ en principio no debe preccuparse por

desarrollar el codigo de optimizacion.

3. La formaen que GAMS representa un problema de optimizacidn coincide

138
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con la descripeidn mabematica estindar de éshe.

1 Ademds, GAMS proporciona les mecanismos necesarios para resolver pro-
blemas de optimizacidn con estructuras similares, como son aquellos que
ge derivan de las técnicas de descompeosicion.

Como se puede observar, &l igual que AMPL, GAMS es una interfaz entre
& usuario ¥ el solucionador, estd soportadsa en un ambiente de comandos que
permite la solucidn de problemas de programacion matematica.,

La versidn de evaluacidn de GAMS v algunos solucionadores ss pueden en-
contrar de manera grabuita en la pagine Web: www gams com, ¥ es posible
ingtalarlo en plataformas Windows v sistemas operabivos basados en Unix.

Para la instalacidn y una descripeidn deballada de los comandeos propios v los
dementos de modelaje referimos al lector & [13]. A continuacidn damos algunos
gjemplos de problemas que == pueden tratar con GAMS.

10.1. Ejemplos

En esba seccidin se presentan tres ejemplos diferentes con el objetive de ilus-
trar de manera adecuada el desarrallo de los programas mabematicos en GAMS.
Leos tres ejemplos corresponden a un caso lineal, un caso no lineal ¥ el pro-
blema de Bolza descrito en el capitulo 3. El casos lineal es el conocido problema
de la dieta ¥ el no lineal el del paguete postal, ambos han sido bomados de [13].

El Problema de la dieta

El problemma de la dieta consisbe en determinar las cantidades de distintos
nutrientes que deben ingerirse para asegurar ciertas condiciones de natricidn ¥
minimizar el costo de compra de los nutrientes. En otras palabras se conocen
los contenides nutritives de ciertos alimentos, sus precios ¥ la cantidad minima,
diaria que se debe conswmnir. El problema consiste en detertminar la cantidad de
alimento que debe comprarse para que == sabisfagan los minimeos acronsejados ¥
ge alean ce el minimeo precio total posible que mantenga las restricciones previas.
Este problema fue tomado de [13)].

Ee define un programa matemético lineal de la signiente manera:

n
Minimizar 5 = E CiT;
i=1

n 101
sqanazjmﬂagm i=1... (10.1)

i=l
T 20, j=1. ..
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dondem =4, n=>5vy

786 701 801 67,2 77 71,2 Dlﬁ
4_ |85 983 88 137 30d| (1470 L _ |3
0,02 008 003 014 DAL 0,14 s
0,27 031 030 129 D86 0,55 .

La codificarcidn de este programe mabemditico e mnestra & conbinuacidn,

#4 3@ declara y define la matriz de dates cemo una tabla

Table afi,j) cantidad de nutriente i por unidad de alimente j

Maizi Avena MaizE 3alvado Carne
DN 78.6 70.1 a80.1 67.2 7.0
DF 6.6 a.4 a8.8 13.7 30.4
Ca 0.0z 0.039 0.03 0.14 0.41
Fh 0.27 0.34 0.30 1.28 0.86;

## A continuacidn se declaran las variables de optimizacidn
## 3o declara sl valor de la funcidn objetivo
## 3o declara el resto de variables indicande su dimensidn

Yariables
Z Yalor de la funcidén objetive
x(j) Cantidad a comprar del alimento j;

#4#E]1 comande signientse establece 1la naturaleza de las variables
##38 asumen todas las variables positivas

Fositive Variable x(j);
##38 declaran las ecuacienes del problema

aquations
coste Funcidn objetivo
relac HRelacion entre nutrisentes y alimentos;

costo.. z=e=sum(j,cCid#x(jll;
relacfid.. sum(j,afi,jrsx(idi==blil);

#4Doclaracidn del modele de 1a diseta
Model dista /all/;

3olve dieta using 1lp minimizing 2;
Display x.1:

El resultado que muestra el archivo de salida (Dieta.lst) que se trascribe
a conbinnacion:
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Avena 1.EB30, Salvado 0.023 %\

Enel archivo de salida cuando GAMS no muestra los resultados, estos deben
aswmirse cero. En el ejermnplo anterior no se muestra el resultado para Maiza, ni
para MaizE, ni para Carne, por lo tanto la solucidn dptitma en el problems de
la dieta es:

(MaizA Avena MaizE Salvado,Carne) = (0,153, 0, 0,023, 0)

Para un costo de Z = 0,793,

El problema del pamiete postal

Como ejenplo de solucidn de programas no lineales tomamos este caso sim-
ple. La formulacién fue tomada de [13).

Un paquete poses dimensiones r, ¢ ¥ = Pars ser aceptado en la oficina de
oorrecs su albura més el perimetro de la base no puede exceder loz 200em. La
formnlacidn matemakica de este problema es,

—_

Maximizar Z = ry>
sujeto & =4 2r 4+ 2y = 200 {10.2}
iy, 220

1

La codificacidn en GAMSE e= de la signiente forma:

$title PROELEMA DEL FAQUETE FOSTAL

##0afinicidén de la wariable de la funcién objetivo
Yariable obj:

##0afinicidén de las variables de optimizacidn
Positive variables x,V,Z;

##%0afinicién de las ecuaclones

aquations

vol Yolumen del paguete

per Restriccién de perimetro;
vol.. ob] =e=x#yHE;
per.. Et2#xt ey =1= 200;

##%0afinicidén del modelo
Model postal /fall/;

##Establecer puntos iniciales de variables de disefio
x.1=1; ¥.1=1; =2.1=1;
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#4#Hesolver usando programacidn no lineal
3oplve postal using nlp maximizing obj;
##Muostra los resultados de las dimensiones
Display x.1:

Display v.1l:

Display £.1:

El programs tiene como resultados » = 33,333, ¢ = 33,333, v = = 86,667, lo
que da un wolumen de 71072 983,

10.2. Problema de Bolza y Medidas de Young

El problema de Bolza se resume en:
1
Minimizar j ((1—o'{z)*)* +ulz)®) dr {10.3)
o

Con condiciones de frontera u(0) = ag ¥ u(l) = a;.
Al aplicar el método de los momentos ¥ discretizarlo de una forma apropiada
ge transforma el problema en,

]

Minimizar Z 1—malr) +my(r) + | uo+ Zm]_{:rj}lﬂ:rj A,
1 mi(r] malzr)
sujebo & |mo(r) ma{r] msizr)| =0
ma{r) msizr] malr)

Zmlir.-]li‘nr.- =a,—dg
E=1

(10.4}
Donde n es el niimero de puntecs de la malla discreta, g es la condicidn inicial
u(0), a; es la condicidn final u(1). v ademsds,

ﬂﬂfl‘ = —
)
Para implementar este problema en GAMS es necesario dividir la matriz de
momentos {Mabriz de Hanlkel) en sus subdeterminantes.
A conbinnacién se muestra el cddigo en GAMSE, comentado, el método de
golucidn para una malla con 7= 20 ¥ condiciones iniciales ag = 0 ¥ 2, = 0,25

$title PROELEMA DE BOLZA UNIDIMENSIONAL
#4#0afinicidn de conjuntes

#4 i: Indice que recorre las filas de la matriz de Hankel
## Ji Indice que recorre las columnas de la matriz de Hankel
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#% Ik Indice auxiliar

3ots
j Farametros do las filas /1#20/
i Farsmetros de las columnas /1#d/
alias (j,k);

##%0afinicién de lasz constantes FParameters

0] Himero de puntes on la malla /20/
al Condicién de frontera final /0.26/
al Condicién de frontera inicial /0/

h Tanafic deo paso /0.06/;

#¥0afinicidén de las variables
#% m: Matriz de momentos
## 2: Variable asociada a la funcién objetiveo
Variables
mfi,k) Momentos
£ Definicien de funcién objetivo;

#*#0afinicidén de las ecuaciones

## obj: Ecuacitn de la funcidn ebjetivo

#% ci: HRestriccién de las condiciones iniciales

## restr: Hestricciones dadas por la matriz de Hankel,

##  dade gque debs ser semnidefinida positiva

Equations
ob] Funcién objetivo
ci Restriccion de las condiciones Iniciales
restrl(k) Restriccifn de determinante 1
restr2 (k) Restriccifn de determinante 2
restr3(k) Restriccifn de determinante 3
restrd (k) Restriccién de determinantse 4;

ci.. sumfk, m{*1°,k)3+h == al-al;

rastrifk).. m{*2?,k) =g= (power({m{’1%, kJ,233;
restr2(k).. m{’4?, k) =g= (powerfm{?2’, kK),2));
restr3fk).. tm{*2?, KW#n(’4°,k)) =g= (powerfm{’3°,k,2)3;
rastrd4ik).. (m{?2?, k0 *4° ,k) - power{m(’3°,k),2)

- o4 ks lpower(m{? 12 ,k3,20) + 24 (717 k) #ml 2% k0%
m{*3%,k) - powerfm{*2?,k),3)) =g= 0;
obji.. z =e=(sumflk, 1-24mf* 27 k)+m{°4° k)
+powsr (a0 +sumt j${ord (i) le ord(ki), m{?17,3i23+h,2300%n;

#*¥Jaclaracién del medsele de Eolza
Model bolza /all/;

##I1r al soluclonadeor

3plve belza using nlp minimizing 2;



144 CAPITULO 10, HERRAMIENTAS COMPUTACIONALES: GARMS

Display m.1:

Al correr esta rutina se obbienen los resulbadcs meostrados en el cuadro 101,
gl se interpretan los valores de este cuadro vermos que para este tipo de con-
diciones no hay minimizadores ¥ que hay dos regiones distintas: una en que se
observa una oscilacion ¥ otra donde tenemos una recta. En este caso las medidas
parametrizadas dptimas son:

L L =y
#;={ s0-1+30 en 0<Lxr<0,7 (10.5]

gy en T = 0,7

Para cambiar las condiciones iniciales del problema basta con modificar los
parametros asociados (a0 ¥ al). En el cuadro 10.2 se muestran los resultados
cuando 8g = 0¥ 27 = 1 De esbos resultados podemos observar que para este
tipo de condiciones existe minimizador del problems original. La medida optima
estd soportade en un solo punto ¥ nos dice que el minimizador 4 debe clmplie
:—; =1 para todo . En este caso tenemos

ut =4 (10.6)

Por dlbimo, para mostrar la albernancia probamos la robina de GAMS con
aq = 0¥ 27 =0, los resultados se muestran en la tabla 10.3. La medida dphima
es, en este caso,

1 1

para todo r. Tenemecs oscilaciones persistentes ¥ por lo tanbo no existe mini-
mizador en esbe casn. Las sucesiones minimizantes deben albternar, con igual
proporcicn, su pendiente entre £1.

De esta forma mostramos que GAMS es una buena herramienta computacio-
nal parael andlisis de microestructuras, debido & las facilid ades computacdonales
para resolver programas matematicos en albas dimensiones.
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miir) mi(r) mi () mijr)
-5.2873e-007 1 0. 7E36e-006 1
-5.2115e-006 1 1.510%-005 1
2.7081e-005 1 -1.3183e-005 1
-2.3120e-007 1 1.1036e-005 1
2.1061e-005 1 -1.1611e-005 1
-2.0512e-005 1 2.0307e-005 1
-6.7116e-006 1 1.6122e-005 1
-3.8201e-006 1 1.3%88e-005 1
1.1671e-005 1 -3.0727e-005 1
-2.8868e-005 1 3.8828e-005 1
3.6111e-008 1 6.3120e-006 1
--1.3%90e-006 1 1.3817e-005 1
1.7071e-008 1 2.0311e-005 1
¥.1303e-004 1 6.091 Ye-004 1
0.0910 1 0.0%10 1
0.9100 1 0.9100 1
0.9900 10010 0.9910 1.0030
0.9980 1000 1.0020 1.0080
1.0020 1.0080 1.0080 1.0150
1.0050 1.0130 1.0180 1.0250

Cuadro 10.1: Resultado al problema de Bolza con ag =0y o, = 0,28
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mi(r) [ mifx) [ mi(r) | mi(r)
0.3330 1 0.3330 1

0.9510 1 0.9310 | 1.0010
0.9930 [ 1.0020 1 1.0040
1.0010 | 1.0080 [ 1.0080 | 1.0100
1.0040 | 1.00%0 [ 1.0130 | 1.0180
10060 | 1.0110 ( 1.0210 | 1.0290
10100 | 1.0210 | 1.0310 | 1.0420
10110 | 1.0290 [ 1.0430 | 1.0680
1.0180 | 1.0380 [ 1.087Y0 | 1.0770
1.0230 | 1.0480 | 1.0720 | 1.0980
1.0290 | 1.0590 [ 1.08230 | 1.1210
10380 | 1.0710 | 1.1080 | 1.1470
10410 | 1.0810 ( 1.1290 | 1.1760
10180 | 1.0090 [ 1.1820 | 1.2070
10880 | 11110 | 11780 | 1.2310
10630 | 1.1300 | 1.2020 | 1.2¥30
10710 | 1.13180  1.2290 | 1.3170
10800 | 11660 [ 1.2530 | 1.3590
1.08%0 | 1.1880  1.2900 | 1.4040
1.0380 | 1.2080 [ 1.3230 | 14520

Cuadro 10.2: Resultado al problems de Bolza con ag=0¥% 2, =1
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mi(r)

mi(r)

mix)

m} ()

Cuadro 10.3: Resultado al problema de Bolze con ag =0y o, =10



Capitulo 11

Programacion Semidefinida,
Envolturas Convexas y
Optimizacion Global

11.1. Envolturas Convexas y Optimizacion Glo-
bal

Una de las herramientas fundamentales para el desarrollo de este trabajo es
el adecuado uso de un nuevo paradigma en programacion convexa: la progra-
macidn semide finida, Estees un conjunto particular de programas matermaticos
convexcs que ge describen de una maners moy apropidada empleando desigual-
dades matriciales. Supongamos que nuestras variables de diseno ... 1 se
restringen de la siguiente manera: formameos ana combinacidn linesl de mabrices

AQ"‘I]_A]_"‘"""I&A': {111}

donde las matrices Ag, .. ., Ax son matrices simétricas dadas por los parametros
del problema y exigimos que la mabriz resultante (11. 1) sea semi defini da positiva.
Esto define un conjunto factible convexo en el espacio euclideanc B*. Como
funcidn objetivo bomaremos una expresidn lineal en las variables de disefo: ¢ x.
Este tipo de programas no lineales utilizan un formalismo andlogo al form alismeo
de programacidn lineal pero emplean do la gecmetria de conos convexos. El lector
puede observar que si suprimimos la matriz Ag en (11.1) obtendremeos un cono
convexo en BY . Para d trabamiento numeérico de estos problemas se acude a la
teoria de funciones de barreras conjugadas. El lector puede encontrar una buena
introduccidn a este tema en [43).

Dentro de nuestro trabajo de investigacidn la programacion semideinida es
una herramienta primordial en el tratamiento de problemas de optimizacidn
global, en el andlisis de envolburas convexas, en & trabamiento de relajaciones
semideinidas ¥ en el esbudio de envolburas policonvesas. Sin embargo también
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sefalamos que no es ella nuestro objeto de estudio sino & caming para lograr
algunos de los objetives propuestos.

En primer lugar, como explicamos con deballe en el Capitulo B, cuando nos
enfrentamos al estudio de una envolbura convexa descrita por un polinomio
bidimensional

floy= Y. e’y (11.2)
O i35 3n
podemes aplicar resultados que extienden al teorema de Carathendory en andli-
sis convexo, para convertir el cilenln del valor de la enmvoltura convexa fo(s,t)
en un problemsa de optimizacidn en medides de probabilidad come:

#éz;{gﬁ fL flx ) dpiz,y)
= A

& {113}
[ @ =
K=
por lo cual el problema puede replantearse como
min Z Ce, 37 5
™ agitigan
& (114}

(mio,Mmo1) = (5,1),

¥ ademés las restricciones que garnakizan que los valores m; ; sean momentos
bivariades. Esba nueva condicidn nos lleva s investigar qué condiciones debemos
Lmponer en m para que sus componentes m; ; sean los momentos algebracios de
una distribucidn de probahbilidad bivariada.

Esz asi como bemos propuesto las matri ces de restriceidn. Las cuales provienen
de la forma cuadratica correspondiente a tomer el coadrado en un polinamio
bidimensional de grado

3

Z Ci,jriyj = Z Z Ci,jt‘i‘,jfl'iﬁryjﬂr {115}

Oé+isn O iiEn 0%+ =n

de donde obtenemos explicitamente la accidn de la forma coadrabicsa

£ Z Z i Ce, 7 T i G+ {118}

0% i+iZn 0Zi+i‘Sn

Esta observacidn nos permite conocer precisamente la forma de la matriz de
restriccidn:

m= (M0 0=i+jsm 0=i+; <n) (11.7)



150 CAPITULO 11, PROGRAMACION SEMIDEFINIDA

que debemos considerar como definida positive para garantizar que los valo-
res que la conforman m; ; representan adecuadamente los momentos de una
distribucién de probabilidad bivariada [3, 20).

Una simple inspeccidn de la matriz de restriccidn (11.7), noe mostrard que
guz variables internas pueden considerarse comeo las variables de disefo en un
programa, semidefinido, donde su conjunto factible admite la descripeidn (11.1)
en forma de una desigualdad lineal de matrices o LM (linear matrix inequali-
tie=). Porlo tanto el andlisiz de la envolbura convexa de polinomio bidimensional
f comienza con el estudio del programa semidefinide:

tnin E Cq MM 5
! U LELS

OZi+7E3n
58 {11.8}
(Mig, M) = (s,t)
M= My 0Li+j2m 0L+ <)

con m semidefinida positiva.

Como verermos en la siguiente seccidn, contamos con rubinas especializadas
para abordar este tipo de problemas [14]. Es importante sefalar que no basta con
resolver este tipo de programas matermabicos para dar respuesta a los objetivos
de nuestra trabajo. Puesto que el andlisis de la envoltura convexa de f en el
punto particular X = (5,t), consiste en determinar los puntos fi B v O del
plano ¥ los valores positives pl, {2 ¥ Ps que proporcionan la l:::nmbma.cu:un convexa
propia del teorems de Carathecdory:

(X)) = mr(D)+pas (B) + 11 (©) (11.9)
X = pA+pBE+pC (11.10)
1 = po+p:+ps, (1111}

podemos encontrar esta informacidn implementando un cuidadoso procedimien-
to algebraico sobre los valores dptimes m}; que resultan de un adecuado tra-
tamiento del programa semiddinido (11.8) (ver Capitulo 5). Esta informacicdn
eg justamente la que nos permite identificar la alternancia entre gradientes ¥
en dlkimas la microestructura de un material cuando estamos realizando la la-
bor, més compleja, de analizar modelos variacionales en elasticidad a traves de
relajaciones semidefinidas.

Por otra parte, cabe destacar que el andlisis de la envoltura convexa de una
funcidn f permite resolver problemas de optimizacidn global dados en la fonma
general:

Eé'llge FiE) (11.13)
donde no existe ningin presupuesto acerca de la geometria de f ni de 2 Em-
pleando el mismo tipo de andlisis que proviens del tecrema de Carabheodory,
utilizando técnicas de andlisis convexo, podemos mostrar que el problema de
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optimizacidn global (11.12) es equivalente al problema de optimizacidn en me-
didas:

W RICERS (11.13)

donde F (£} representa la fasmilia de distribuciones de probabilidad soportadas
en Ll En este contexbo, si & es el conjunbo de minimeos globales para f en £2
& conjunto solucidn para el problema relajado (11.13) es F{G) que correspan-
de & la familia de medidas de probabilidad soportadas en 5. Este importante
resultado, producto de esta labor de investigacidn, nos permite representar el
problema. de cptimizacidn de peolinomios en la forma (11.2) come un programa
sermidefinidar

min E Ci,jmi,\j
m
0% i+ 75 3n

s.a. {11.14}
m=|:m.-+,-r,_?-+jr DE'E-'—}‘_:TL, D £1r+jr ‘_:ﬂ]l 2 D

equivalente al problema de optimizacidn global (11.12) [17].

Consecuentemente, daremos a conbinuacidn una breve descripeidn de la pro-
gramacidn seimidefinida ¥ el nzo de algunas herramientas computacionales apro-
piadas pars resolver este tipo de programas matemations convexos.

11.2. FElementos de teoria ¥ practica

La programacidn semidefinida, basada en designaldades matriciales (LMI -
Linear Matrix Inequalities), ha tomado fuerza en los Qltimos fiempos en dreas
como ingenieria de control, disefo de estrucburas yw la optimizacidn no lineal.
Los dos fackores que == destacan en este tipo de problemas son:

» Loz programas seimnidefinidos pueden expresar una gras variedad de espe-
cificaciones de disedo.

= Una vez formualado el problema en términos de desigualdades matriciales
es posible resolverln con algoribmos de optimizacidn convesxa.

Daremos une introduccidn acerca de los programas semidefinides ¥ mostra-
remos una herramienta disefada por Gahinet e & [14] que utiliza méodos
de punto interior. Esta herramienta computarional estd enfocada para resolver
programas semidefinidos ¥ problemmas de control.

Una desigualdad matricial (LMI) tiene la forma,

Flz) = Fu + ir.-.ﬂ- =0 (11.15)

=1

donde = € B™ ¥ las matrices I, .. Fp son matrices simétricas. Donde = sig-
nifica definida positiva
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Esz facl ver que una desigualdad matricial define un conjunto convexa. 5i
Fix) » 0y Fy) = 0, para todo A £ [0, 1] e tiene que,

Didr+{l-Ay)=Fa+ i(}.ri + {1 — Ay ) F

=1

il ki 11.16)
=_JI.FQ + Z'J"'T'F'+{1_A}FD+Z{1_‘}']Iy!FI {'
=1 =1
= AF{r) 4+ {1 - AF{y) > 0
Luego el conjunto {x € B™|F(r) = 0} es convexa.
8 AL, Mg son matrices coadradas usames la notacidn:
Ay ... 0
disg(My,. .., Ma)=| 1 - o (1117}
o ... My

que permibe que varias desigualdadas matriciales == puedan expresar como una
gsola. Se puede encontrar que una desigualdad matricial permits representar
poliedros, en otras palabras, =i se quiere expresar el conjunto de designaldades
lineales empleando la forma (11.15), s= debe tomar Fy = diag(by,. .., bm) ¥
Fy = diag{—ay, ..., —&m), donde 2,; son entradas de la matriz de weficientes
A ¥ by las componentes del veckar b

11.3. Meétodos computacionales

Coamo va hemos visto, una desigualdad matricial lineal es cualquier restric-
cidn de la forme:

AI:I']I=AQ+I']_A]_ +...+I‘NAN < {1118}
dan de;

» o = (1;,...,Tn) esel vector de las variables de decisidn o variables de
diseno.

s Ap,. .., Ay son matrices simétricas dadas por los pardmetros del proble-
ma.

Encontrar un punto ¥ solucidn para (11.18) es un problema de factibili-
dad que puede ser resuelto numéricamente ¥y podemeos garantizar que se encon-
trard una solucidn.

Existen tres tipos de problemas gendricos que involucran designaldades ma-
triciales:
1. Encontrar una solacidn factible al problema caracteristico compuesto por
un sistermna de desigualdades matriciales:

Alx) < D (11.18)
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2. Minimizar una funcidn objebivo lineal ba jo las restricciones dadas por una
desigualdad mabtricial:

Minimizar ¢TX s a Alx) <0 (11.20)
Esta es la familia de programas semidefinidos que nos interesan.
3. Resolver el problema de valores propics generalizado
Alz) < AB(x)
Minimizar & s & { B{r) =10 {11.21}
Clry =0

Este problema es cuasiconvexo ¥ puede ser resuelbo por técnicas similares,

11.3.1. Algunos problemas interesantes en desigualdades
matriciales

MNos parece importante comentar que todo programa lineal se puede expresar
como un programa semidefinido. Veremos varios ejemplos.
Ejemplo 1
Una restriccidn cuadréatics convexa
(Ar +B)T(Ar +b)—2rTr —d <D

won r € BY ee puede escribir come la signiente desigualdad matricial,

g Ar +b
23
|:|:.-=1.I +8)F Tr+ EE:| 20 (11.22)
Lo cual se puede escribir en la forma general (11.15) tomando
1 b 0 o
o= [bT c[] Fi= [ o ] - (1128)

2; s

Donde i =1,... .k, ¥ A = (8,,..., ). Por lo tanto podemes ver que todo
programa cuadrabico convexo se puede expresar como un programa semidefini do.

Ejemplo 2
Las restricciones:
Te(S(x) Fix) " S(x)) < 1, F(x) = 0 (11.21)

donde F(r)es una matriz simétrica de »xn, Tr simboliza la trazs de la matriz ¥
S(r) tiene dimensiones n X p, se pueden expresar, més ficilmente, por medio de
las signientes desigunaldades matriciales, donde X es una variable que represents
una matriz simébrica de p % p [H]:

Tr(r) < 1, [5‘;) 5;;';] >0 (11.25)
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Ejemplo 3

Ez muny importante, para el tipo de problemas que nosotros abordames, ob-
gervar que la definicidn positiva de las matrices de restriceidn se puede expresar
en forma de una desigualdad matricial Porejemplo =i consideramos s definicidn
positiva de la mabriz de Hanlel

g My Mz
1 Mz TMis E N (1126}
M= MMz Ty

Podemos expresarls en la forma general (11.15), basta con factorizar las varia-
bles de dizeno my de la siguniente manera:

100 D1 0 o0 1
Mo |0 0 O|+m |1 0 0| +ma|0 1 0|+ (11.27)
000 000 100
00 0 000
+ms [0 0 1| 4my|0 0 0|20
D1 0 o0 1

A continuacidn explicaremes el uso delas rutines comerciales LMT-CONTROL
[1d] que permiten resclver programas sermidefinidos en un gran nimero de va-
riables como hemos hecho en el desarrollo de esta investigacidn,

11.4. Aspectos computacionales

El paquete LMI-CONTROL desarrollado por Gahinet, ef. af. [14] comercia-
lizado por MathWorlis es una libreria para la especificacion de designaldades
matriciales ¥ la resclucidn de los problemas estindar mencionados en la sec-
cign anterior. Ella estd crientada al manejo de estructuras de datos v permite
describir facilmente miiltiples restricciones como desigualdades matriciales. En
este paquete las variables de disefio se especifican como variables contenidas en
matrices con alguna estruckura dada

Una vez el problemsa en desigunaldades matriciales esté disefiado, se resue-
ve numericamente laman do al solucionador apropiado. Les tres solucionadores
feasp, mincx ¥ gevp constituyen el motor computacional de la toollbox ¥ sa
albo desempeno se debe a una programacion previamente realizada ubilizando
el lenguaje C por Gahinet et al. [14].

La ayude posee las siguientes caracteristicas:

= Permite especificar sistemas de designaldades matriciales simbdlicamente
con un editor especializado o secuencialmente con los comandes 1mivar y
lmiterm

» Recuperar informacidn de sistemas de designaldades matriciales ya incor-
porada.
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» Permite modificar sistermas de desigualdades matriciales.

» Permite resolver los tres problemas genéricos que ya describimos.

11.4.1. Terminalogia

Cualquier designaldad matricial lineal puede ser expresads en la formes candni-
ca (11.18), sin embargo no es esta la formea que emplea la herramients compu-
tacional Por ejemplo, considere la designaldad de Lispunoy,

ATX+XA<D (11.28)
donde
— 2
A= [ . _‘,J (11.20)
v la variable,
X= [2 zj (11.30)

es una matriz simeétrica. Para este caso las variables de decisidn son las entradas
T1, Tz, Ts de X ¥ la forma candnica como LM (Desigualdades Matriciales) es:

-2 2 n -3 non
T |: g D] +T3 |:_3 1 :| +T3 |:|:| __1i| L 0 {'1131}

Claramente esta expresidn es més intoitiva y transparente que (11.28), pero
esta formea es muy ineficiente para propiésitos de alimacenamients en la mermeo-
ria del compubtador, va que requiere almacenar 7?,3]/2 matrices, donde n es el
tarnafio de la matriz A, mientras que en la forma (11.23) se requiere & almace
namiento en memoria de tan solo n— 1 matrices. Ademiés, trabajar en s forma
candnica reduce el desempeno de los solucionadores LM, por estas razones, la
herramienta usa una representacion estructurads de desigualdades matriciales.

Por otra parte, la forme general (11.28) describe las variables de decisidn
commo variables contenidas en unae maebriz X y por lo tanto =6l s requiere
almacenar la mabriz A

En penersl, los problemas que invelneran desigusldades matriciales presi-
ponen una matriz dada en blogques, donde cads bloque es una combinacidn afin
de las variables en matrices. Para aclarar algunos términos técnicos, considere
la ziguiente expresidn:

ATX+ x4 xCT B
NT| CxT - D|N<D (11.33)
BT LT g

donde A, B,C, 0, N son matrices dadas y las variables del problema son X =
X'I E]Rn.!-c n



158 CAPITULO 11, PROGRAMACION SEMIDEFINIDA

» I ze Hamard factor externo ¥ la matriz en blogue

ATX+ XA XCT B
LX)=| CxT - D (11.33)
BT DT g

ge llamard factor interno. El fackor externc no necesita ser cuadratico y
muchas veces estd ausente.

= X esla variable en forma de matriz para el problema.

» El factor inberno L{X) es una matriz definida por bloques ¥ simétrica.

Cadabloque de L{X) es una expresidn afin de la variable X, que se puede
escribir como la suma de otros términos. Por gemplo, el bBloque en la
posicidn (1,1} contiene dos elementos: ATY y XA

De acuerdo a estas definiciones la herramients requiere dos pascs para espe-
cificar el problema ZALT

1. Declaracion de las dimensiones y la estructura de cadsa variable come ma-
triz X,,..., X&.

1

2. Describir el contenido de cada término, como acabamos de explicar.

Este proceso crea la representacicn interna del sistema LW v ana descripeidn
computacional, la cual es usada por los sclucionadores ¥ en todas las manipu-
laciones subsecuentes del sisterna TWT

Hay dos maneras de generar la descripeidn inberns de un sisterna LT dado:

1. Por una secuencia de comandos lmivarlflmiterm.

2. Coneleditor grafico LMT 1miedit donde los berminos se pueden especificar
como Una expresion simbdlica en matrices.

A continuacidn describiremos los dos procesos,

11.4.2. BSecuencia de comandaos

La libreria s compone por varios comandos bésicos: setlmis, getlmis,
lmivar ¥ lmiterm. Estos comandos son suficientes para la descripeidn de cual-
quier restriccidn LT

setlmiz ¥ getlmis

Toda descripeidn de un sisterma LMT debe empezar con setlmis ¥ terminar
con getlmiz. La funcidn setlmis inicializa la descripeidn del sisterna LM de
la siguiente manera:

setlmi=([])
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5l ze desen adherir algin contenido a un sisterma LMT con obra representacicn
interna LMISO, == especifica comeo:

sotlmi={IMI30)
Cuando el sistema LI esté campletamente definido, se envia el camando

LMIZY3 = getlmis

¥ éste regresa la representacidn interna del sisterma LMT en la variable LAfIS VS
ademds debe ser nsado dnicamente después de declarar todas las matbrices ¥
términos que se involucran en el problema.

lmivar

Las mabrices que involucra el problema se declaran de maners secuencial
con el comando lmivar ¥ se caracterizan por ana estrucbura bien definida.
Para facilibar 1o especificacidn de esta estructura, 1a herramienta ofrece formas
predefinidas.

La declaracicon de esba funcidn es:

L= lmivar(Tipe, estructural
donde tipe es el tipo de estroctura a crear. Se cuenta con tres opriones.

1 Estructura en bloques simétrica (Tipe = 1} Corresponde a la definicidn
de matrices diagonales.

2 0
x=|0 % , (11.34)
0
0 0 D

donde cada blogue de la diagonal I es una matriz cuadrada, cero, una
tmebriz simétrica o un escalar. Feho se define mediante la asignacidn de
egtructura dentro de la funcidn comeo un vector campuesto por dos com-
ponentes:

egtructura = [Tamafie r-&sime blegue, tipe de bloquel

La segunda componente se define comeo 1 si todo el Ploque es una variable,
0 =i es un escalar ¥ —1 =i es un blogque de ceros.

2. Estructura rectangular (Tipe = 2): Corresponde a matrices rectangilares
arbitrarias con eskructuras particulares. El tamano se defineen estructura
de la siguiente forma:

estructura = [Nimere deo filas, Ntmerec de columnas]
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3. Estrucburas Generales (Tipe = 3} Se utiliza para describir estructuras
mas sofisticadas. En este tipo de matrices cade entrada de X == asume
independiente v puede ser 0, r, o —1r, donde & r, =& le denoming la n-
ésima variable de decisidn en el problema Esbo s define en estructura,
la cual para este caso, es une matriz de las mismas dimensiones de X tal
que:

» struct(i,jl)=0s X{i, ;] no es una variable
o struct(i,jli=nsi X{,j) =

» struct(i,jl=-ns X{{,j) = —zn

lmiterm

Después de declarar las variables en forma de matriz con el comando 1nivar,
queda declarar el contenido de cada restriceidn LT
La declaracicn de esba funcidn es:

Imiterm{Identificador, 4 ,B, bandeara)

El primmer pardametro de entrada es un veckor compuesto por 4 componentes en
log cuales == define en qué lado de la desigualdad se encuentra, en que bloque
de la mafriz s encuentra y si pertenece a una constante o esta multiplicado por
alguna variable.

Identificader =[ID{1) ID(2) IDCSY IDC43]

= El primer térming del vector Tdentif icador contiene:

De1) = { +p, Términos ala izquierda del p-ésimo LT (11.35)

—f, Términos ala derecha del p-gsimo LWT

= El sepundo y tercer término del vector Identificader poses:

[0,0], Factores externos
IDC2),IDC3) = ¢ [Lj], Teérmineos enel blogue (4, §) a la derecha
o izquierda del factor interno
(11.36)

= 1 gl dltimo término:

0, Terminos constantes
Infdy = ¢ X, Ténminos AYE {1137}
-X Términos AXTE

Los argumentos &4 v B conbienen dabos niméricos ¥ se asignan de acuerdo
con & tipo de término.

Al iltimo pardmetro de la funcidn bandera =0lo se le asigna el valor s
cuando se trabejan expresiones conjugadas de la forma AX B+ BT XTAT



114 ASPECTOS COMPUTACIONALES 159

Término A B |
Factor externo C Valor de makriz C —_—
Termino constante C Valor de makriz C
Termino variable AX B o AXTE | Valor de matriz A | Valor de matriz B

Cuadro 11.1: Asignacdn de A v B

A copbinuacidn mostraremos una secuencia de comandos para realizar la
declaracidn de la ecuacidn LW

ATK+XA+CTSC XB]
BTX -5
X0 (11.38)

=1,

donde A £ B5*F X c B%5 § c Bi%d B e BS%4, O = BA%® y las variables de
disefio son las contenidas en las matrices X ¥ 5.

A cogbinuacddn se muestra la secuencia de comandos para declarar este sis-
terma LMT con una explicacidn de cada comando.

¥Inicializacién de herramienta LMI

setlmis([]);

¥Estructura tipe 1. Variable de tamafio 6x6

¥y definida como un blogue sim&trice

X = lmivar(i,[s 113;

¥Estructura tipoe 1. 3 poses dos blogues diagonales, sl primero
¥es un bloque escalar de tamafie 232 ¥ el segundeo es un blogue
Ycompleto de tamafle 2 x 2

3 = Imivar(1,[2 0;2 1];

YPRIMFRA ECUACSION LMI

FCATTICEI+CXD(A) situade en la parte izquierda de la ecuacién IMI

%en el términe €1,1) *s° produce la forma (AT (XD+{X) (A
lmiterm{[1 1 1 X1,1,A,%s°);

¥términe (C"TY3C situadoe en la parte izquisrda de la scuacidén LMI

Y¥en el términe (1,1

lmitermf{[1 1 1 3],C°,C0

% (X3(B) situado en la parte izquierda de la scuaciénm LMI
Y¥en el términe (1,2)

lmitermf{[1 1 2 X],1,E}

% (-3) situade en la parte izquierda de la ecuacién LMI
Y¥en el términe (2,2)

lmitermf{[1 2 2 3],-1,13

¥Eopnde términe [MI
¥términe X situade en la parte derecha de la scuacidn LMI
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lmiterm{[-2 1 1 X]1,1,13;

¥Tercer LMI

% términe 3 situasdo en la parte derecha de la scumcidn LMI
lmiterm([-3 1 1 31,1,1);

% Matriz identidad situade en la parte izquierda de la ecuacién LMI
lmiterm{[3 1 1 0],1); LMISYS = gotlmis

11.4.2. Editor grafico LMI

El editor gréfico lmiedit es una inberfaz de usuaric grafics para especificar
los sisbemas LT en una maners simbdlica. Se invoca escribiendo el comando

lmiedit

en la ventana de trabajo de Matlab® Para declarar el problema LM en este
ambiente se requiers:

1. Declarar cada variable contenida en matrices en la mitad superior del am-
biente. La estructura se caracteriza por su tipo (S para bloques simétricos,
G para ofras estrucburas). Es el paralelo del comando lmivar.

2. FEepecificar los LMIs como expresiones clisices de MaHab® en la parte
inferior.

La declaracién para el sisterna de ecuaciones L= (11.38) en el editor grafico
ge mnestra en la figura 11.1

11.5. Rutinas de programas semidefinidos

Muestro objetivo es resolver los programas semidefinidos (11,20}, que son la
base para el cilenlo de envolburas convexas, céleulo de envolturas policonvexas
y encontrar microestructuras en modelos para elasticidad. La forma general de
estos programas se puede reescribir de la siguiente forma:

Minimizar c2 X sopre v € BM

sujeto a Alr) < Bix). (11.39)

FPara resclver este programa matematico, se ubiliza el solucionador minex de
la herramienta LML A continuacidn lo describiremos con detalle,

minex
Este solucionador se encarga de minimizar objetivos lineales de la forma of

donde 1 es el vecbor de variables de decisidn. Se ejecuba comeo una funeidn euya
sintaxis es:

[copt,xopt] = mincx({lmisys,c,opciones,xinicial,cbjetivo)
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L

Figura 11.1: Interfaz grafica LW 1miedit.

Las restricciones LMT e imponen de la forma descrita antericrmente, utili-
zando una secuencia de funciones o el editor grafico, estas se deben encontrar
almacenadss en lmisys, para que sea el primer argumento de entrada de la
funcidn.

El segundo arguments de entrada en la funcidn es el vector de coeficientes
¢ el cual corresponde & los coeficientes de la funcidn objetivo ¥y debe poseer
las mismas dimensiones de r, las opciones dan acceso a cierbos pardmetros
de control, el vector xinicial es un punto inicial para el minimizador ¥ debe
poseer las mismas dimensicnes de ¢ y por dlblimo el valor ebjetive limita el
proceso de minimizacidn en c2r < objstive.

Como argwnentos de salida, la funcidn devuelve el minimeo global copt que
ge obtiens con la evaluacidn de la funcidn en los valores xopt.

Para ilustrar el uso del minimizador, se considera el siguiente problema de
optimizacion:

Minimizar Tr{X }
. [ATX+XA+Q xs} <0 (1140}
' BTX -
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con lo=s datos
-1 = 1 1 1 -1 n
A= 3 2 1 E= |0 H=1-1 -3 -12 {11.-11}
1 -2 -1 1 n -1 -38

La rutine para solucionar este programa matematico es 1 que mestrameos a
continuacidn.

1. Definir las restricciones como ecuaciones LIs,

A [-1 2 1;3 2 1;1 -2 -1];

E = [1;0;11;

Q=01 -1 0;-1 3 -12;0 -12 -36];

¥Inicializar la herramienta ILMI

setlmist [13

¥Definir Variable X come bleques de 3 x 3,
Ysimetria completa

X = lmivar(i,[5 11);

¥Definicion del términe 1,1} de la restricecion LMI
ECATI O+ (R A

lmiterm{[1 1 1 X],1,4,°s");

%hgregar otro términe [ a la posicion (1,1} de la restriccion
lniterm{[1 1 1 0,3}

¥Definicion del términe ¢2,2) come -I

lniterm{[1 2 2 0],-1}

¥Defenicion del términe €1,2) v (2,1)

lmitermf{[1 2 1 X],B.%,1)

¥FIn de declaracion de LMIs

[MIs = gatlmis

2. Definir los coeficientes de la funcidn objetivo

YExtracion de coeficientes para la minimizacion
£ = mat2dec{LMI=,eye(3));

3. Correr el minimizador.
¥Rutina de optimizacien

[copt,xopt] = mincxf{IMI=,cl;

Al correr esta rutina obtenemcs un valor ¢pbimo de la funcidn objetiva
—52 130231
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11.5.1. PFProblema de las envolturas convexas

Procedermos a describir la =olucidn de las enveolburas convexas unidimension a-
lez en un punto dadeo en la forma de su programa semidefinido correspondiente
Este problemma, luego de aplicar el método de momentos ¥ relajacidn sermidefi-
nida & un polinomio f{r] = 7r — br* — 37° 4+ 1 se convierte en,

Minimizar Fm; — Sms — dms + my

Mo ML M (11.42)
s a [mp ms mg| =0

My "Mz Ty

Depido & que mg = 1 por ser una distribucidn de probabilidad ¥ m; = o
donde a es el punto en el que se deses hallar 1a envolbura convex s, llevamos este
problema a una forma estandar,

Minimizar 7m; — bms — 3mg 4+ my
00 ms (11.43)

n
0| + 0 M Ths E n
0 T~ Tz Ty

1]

Fl
[ T = I
Lo - |

Este programa se codifica de la siguiente manera,

KInicializar LMI

setlmi={[]1);

*Matriz de estructuras

2=[001;01 2;1 2 3]

¥Definicidn de la wariable como tipe 3
%ya que no se presenta simetria
¥=lmivar(3,3);

%30 pone la variable de meomentos en el
%lado derocho de la forma estandar LMI
lmitermf{[-1 1 1 X1,1,13;

¥Definicién do la matriz constante en ol
%lado derocho de la forma estandar LMI
A=[1a 0;a 0 0;0 0 0O];

lomiterm({[-1 1 1 01,4J;

YFinaliza LMI

LMIs = getlmis;

¥Define coeficientes de los momentos
c=[-6 -3 1];

HCorre solucionador

[vopt,xopt] = mincx(IMI=,c)

en el rango [—4,5]. Al gjecutar esta rutine en un rango de punbos de —1 2 B
oon pasos de 0,01 se obtiene 1a envelburs convexs de la funcidn. El resultado se
mnestra en la fignra 11.2.
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Figura 11.2: Funcidn ¥ su envolbura convexa



Capitulo 12

Conclusiones

En el presente proyecto de inveshigacidn hemos avanzado en las siguientes
direcciones. En primer lugar hemes acercado los fun damentos fisicos de la clen-
cia de maberiales, la cristalografia ¥ la metalurgia o modelos mateméaticos més
completos en términcs de problemas variacionales generslizados que dan una
respuesta apropiada a fendmencs comeo distribuciones de fases sflidas en redes
cristalinas ¥ transformaciones martensiticas en aleaciones comerciales log coales
tienen un gran interés en dizedo de ingenieria ¥ aplicaciones industriales.

En sepundo lugar bemos hedho un uso extensivo del analisis conveso para
dar respuesta a problemas altamente no lineales, como son el andlisis de en-
wolburas convexas en varias dimensiones ¥ el calculo de envolburas policonvexas
para potenciales de energia de deformacidn que operan sobre matrices de de-
formaciones. Cabe resaltar la naburalezs, geométrica de estos problemas, pero
tambien sus fuertes implicaciones en la comprension de problemas variacion ales
no convexos propics de la beoria de la elasticidad.

En tercer lugar, logramos el modelaje del comporbamiento mecdnico de una
barra compuesta de aceros ddctiles, a traves de una representacidn de su po-
tencial de energin de deformeacidn por medic de una interpolacidn polinomial
que reproduce sus caracteristicas cualibativas. Con este modelo pudimos albor-
dar el caleuln de la microestructura subyacente, & través del estudio del balance
energético del cuerpo, que tomea la forma de un problems variacional no conve-
xo, el cual puede levarse & la formea de una relajacidn semideinida ¥ finalmente
ger resudbo mediante técnicas de optimizacidn numeérica adecuadas Resalbando
& u=o de herramientsas algebraicas apropiadas para obtener la forma explicita
de la microestructura & partir de la solucidn numerica para esta

En cuarto lugar, conseguimos poner a punto el meétodo de los momentos,
que conduce a una relajacidn semidefinida, para darle respuesta explicita & pro-
blemas variacionales no convexcs en dos dimensiones, que provienen de modelos
de balan ces energeticos en la teoria de la elasticidad no lineal. En este contexto
presentamos las medidas de Young compuestas por medidas parametrizadas,
les cuales ackdan como objetos de disefio en complejos problemas variacion ales
generalizados, que a 51 vez nos conducen a una relajacidn semidefinida, siempre
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que hagamos una correcta caracterizacidn de sus variables de disefio como los
mormentos algebraios de una distribucidn de probabilidad bivariada.

En este mismo contexto, destacamos el disedo del modelo discreto como
prograuma matematico que representa & la relajacion semidefinida. Lia cual es un
complejo problems de control éptimo que proviene del andlisis de un modelo
variacional en dos dimensiones para un balance energstico en elasticidad. Es
impeortante sefalar que este modelo implica, ademéds de la adecuads caracteri-
zacion de momentos bivariados, una cuoidadosa seleccidn de restricciones lineales
que represesntaran la condicidn gradiente en las variables del modelo. Resalta-
mos queésta es una condicidn de cardcter continuo, cuya representacidn discreta
Ueva & un gran entramado de integrales curviliness sobre el modelo discreto.

En quinto lugar, resaltames como un logro en esta investigacidn, 1a metodo-
logia propuesta para analizar envolburas convexas de polinomios en varias varia-
bles v el caleulo deenvolburas policonvex as para funciones definid as en matrices,
con forma no policonvexa. Este objetivo se consiguid haciendo un adecuado uso
de técnicas de programacion semidefinida, para resolver programas matematicos
convexcs definidos en desigualdades matriciales. Donde hacemos notar que esta
es la estructura subyacente de los problemas de optimizacidn que obtenemeos,
después de hacer un cuidadeso analisis del problema empleando andlisis con-
vexo, teoria de la probabilidad ¥ resulbtados recientes acerca de la teoria de los
momentos malkivariados.

En sexto lugar, debemeos mencionar que un logro importante de este provecto
de investigacidn fue que supuso la actualizacidn ¥ puesta a punto de diferentes
entornos computacionales avanzados para resclver problemas de opbimizacidn
no lineal en grandes dimensiones. Es asi como el desarrollo de los problemas
trabados en este documento supuso la instalacidn de equipos de computo de
alto ren dimiento, la instalacidn de software profesional para elalborar progratmnas
matematicos no lineales definidos en un gran nimero de variables v el desarro-
o de los modelos propuestos empleando estas herramientas. Especificamente,
utilizamos lengua jes algebraicos para modelar problemas de optimizacidn: AM-
FL v GAMSE Pero ademés utilizameos rutinas especializad as para programacicn
semidefinida de reciente creacidn.

Finalmente, destacamos que con este proyecto se ha consolidado una linea
definida de investigacidn que propone el uso de meétodos analiticos ¥y compuba-
cionales propios de la optimizacdn no lineal, para dar una respuesta explicita a
modelos energéticos que se preseaban como problemas variacionales no convexos
en elasticidad no lineal ¥ ciencia de los materiales.

Esta consolidacidn ha tenido lugar en todos los frentes. Primera, en el equi-
po humano que conforma el grupo de investigacidn Optimizacidn y Andlisis
Mumérico de la Universidad de los Andes, el cual posee la madurez ¥ la ex-
periencia necesarias para desarrollar modelos fisicos para balan ces energéticos
en redes cristalinas, asi como para analizar estos modelos & la oz de la beoria
de medidas parametrizadas v darles respuestas explicitas mediante 1a solucidn
numérica de las relajaciones semidefinidas que se obbienen. Esto implica que
el equipo goza de la experiencia para abordar problemas de optimizacidn no
lineales en altas dimensiones.
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En segundo lugar, la investigacidn propuesta se ha fortalecido en recursos
figicos ¥ computacionales, es asi como se cuenta con una bibliografis acbualizada,
las licencias del software profesional relevantes para el tipo de problemas no
lineales que surgen de los modeles propuestos, ademis de equipos de computo
de alto rendimiento para simalaciones numéricas altamente exigentes.

En tercer lugar, la investigacidn == ha enriquecido en nuevas preguntas v
nuevos retos, es asl como debemeos abordar problemas semidefini dos provenien-
tes de la cuasi-convexidad, concepto de gran atilidad en mecénica de medios
continuos ain por desarrollar.

En coarto lugar, la linea de investigacion que proponemes ¥a ha sido susten-
tada en foros de discusidn especializados a nivel internacional comeo por ejemplo
la 4th inlerralional conference in fronticers in global optimizaion, Uevada & ca-
o en Grecia en el ano 2003, Ademdis nos ha permitido entablar un nutrido
intercambio académico ¥ cienbifico con instituciones ¥ personas en el exterior
como =on el Centro de Internacional de Méetodos Muméricos en la Ingenieria
-CIMMNE- de Barcelona ¥ el grupo de Investigacidn en Optimizacidn y Mébodos
Variacionales -OMEVA- de la Universidad de Castilla la Mandia.
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