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René J. Meziat

Departamento de Matemáticas
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Caracteŕısticas

Modelo inicial

Estimación de
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Solución de la ecuación diferencial estocástica

(SDE)

Sustituimos

z = lnP ,

dz = d(lnP).

Usando el Lema de Ito,

d(ln P) =

[

1

P
[α(µ − lnP)P] + 0 − 1

2P2
σ2 (dP)2

]

dt +
1

P
σP dW ,

dz = α(µ − ln Pt) + σ dWt −
σ2

2
dt.

Entonces,

dzt = α

(

µ − σ2

2α
− zt

)

dt + σ dWt .
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La ecuación del modelo es similar al Modelo de

Vasicek

Consideremos
Y = eαtz .

De nuevo por el Lema de Ito,

dY = d(eαtz) = eαt dzt + αeαtz dt + 0.

Usando la expresión para dzt ,

d(eαtz) = eαt

[

α

(

µ − σ2

2α
− z

)

dt + σ dWt

]

+ αeαtz dt

= α

(

µ − σ2

2α

)

eαt dt − σeαt dWt .
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parámetros

OLSR

MLE

Resultados

Futuros

Representación

Simulaciones

La ecuación del modelo es similar al Modelo de

Vasicek

Consideremos
Y = eαtz .

De nuevo por el Lema de Ito,

dY = d(eαtz) = eαt dzt + αeαtz dt + 0.

Usando la expresión para dzt ,

d(eαtz) = eαt

[

α

(

µ − σ2

2α
− z

)

dt + σ dWt

]

+ αeαtz dt

= α

(

µ − σ2

2α

)

eαt dt − σeαt dWt .



Mercado spot
y precios de
derivados

R. J. Meziat

Precios spot

Caracteŕısticas
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parámetros

OLSR

MLE

Resultados

Futuros

Representación

Simulaciones

La ecuación del modelo es similar al Modelo de

Vasicek

Integrando,

eαti+1zi+1 − eαti zi = α

(

µ − σ2

2α

) ∫ ti+1

ti

eαs ds + σ

∫ ti+1

ti

eαs dWs .

Despejando,

zi+1 = zie
−α∆t +

(

µ − σ2

2α

)

(1 − e−α∆t) + σe−αti+1

∫ ti+1

ti

eαs dWs ,

donde ∆ = ti+1 − ti .
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Estimación de máxima verosimilitud (MLE)
Resultados de la simulación para el modelo inicial

3 Futuros de precios spot
Representación cerrada del precio del futuro
Simulaciones para precios de futuros



Mercado spot
y precios de
derivados

R. J. Meziat

Precios spot

Caracteŕısticas
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De una ecuación discretizada a una ecuación

algebraica

Restando el término zi ,

z(ti+1) − z(ti ) =

z(ti )(e
−α∆t−1)+

(

µ − σ2

2α

)

(1−e−α∆t)+σe−αti+1

∫ ti+1

ti

eαs dWs .

Podemos analizar esta ecuación como

Y = mX + c + ǫ,

m = (e−α∆t − 1), c =
(

µ − σ2

2α

)

(1 − e−α∆t),

ǫ = σe−αti+1

∫ ti+1
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La ecuación algebraica como sistema de ecuaciones

lineales

Y = XA + ǫ

Y =











z1 − z0

z2 − z1
...

zn − zn−1











, X =











1 z0

1 z1
...

...
1 zn−1











, A =

(

c

m

)

,

ǫ es el término de ruido o residuo.
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El intercepto de la ĺınea de regresión

c =

(

µ − σ2

2α

)

(1 − e−α∆t)

Despejando,

µ =
c

(1 − e−α∆t)
+

σ2

2α
.
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El parámetro de volatilidad
(la varianza del residuo)

ǫ = Y − mX − c

Queremos minimizar la varianza

Var(ǫ) = E(ǫ2) − [E(ǫ)]2.

Requerimos que

E(ǫ) = E(Y − mX − c) = 0.
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parámetros

OLSR

MLE

Resultados

Futuros

Representación

Simulaciones
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El parámetro de volatilidad
(la varianza del residuo)

Var(ǫ) = E[Y − mX − c)2]

= E[(Y − mX )2 − 2c(Y − mX ) + c2]

= E[Y 2 − 2mXY + m2X 2 − 2cY + 2mcX + c2]

Por linealidad del operador E,

Var(ǫ) = E(Y 2) − 2mE(XY ) + m2
E(X 2) − 2cE(Y ) + 2mcE(X ) + c2

= G(m, c),

que solamente depende de m y c .
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El parámetro de volatilidad
(la varianza del residuo)

Usando el cáculo de una variable para optimización,

∂G

∂m
= −2E(XY ) + 2mE(X 2) + 2cE(X ) = 0,

∂G

∂c
= −2E(Y ) + 2mE(X ) + 2c = 0.

Queda probado nuestro requerimiento:

−2E(Y ) + 2mE(X ) + 2c = 0

E(Y ) − mE(X ) − c = 0

E(Y − mX − 2c) = E(ǫ) = 0.
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Caracteŕısticas

Modelo inicial

Estimación de
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El parámetro de volatilidad
(la varianza del residuo)

Establecemos el sistema lineal

E(X 2)m + E(X )c = E(XY )

E(X )m + c = E(Y ).

Resolviendo,

m
[

E(X 2) − (E(X ))2
]

=
[

E(XY ) − E(X )E(Y )
]

m Var(X ) = Cov(X ,Y ).
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El parámetro de volatilidad
(la varianza del residuo)

Entonces,

m =
Cov(X ,Y )

σ2
X

y c = E(Y ) − Cov(X ,Y )E(X )

σ2
X

.

Remplazando estos valores óptimos en la expresión para Var(ǫ)
y combinando términos,

Varmin(ǫ) = σ2
Y − [Cov(X ,Y )]2

σ2
X

.
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El parámetro de volatilidad
(la varianza del residuo)

Entonces,

m =
Cov(X ,Y )

σ2
X

y c = E(Y ) − Cov(X ,Y )E(X )

σ2
X

.
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El parámetro de volatilidad
(la varianza del modelo)

ǫmodelo = σe−αti+1

∫ ti+1

ti

eαs dWs

Var(ǫmodelo) = E(ǫ2
modelo)

Entonces,

Var(ǫmodelo) = E

[

σ2e−2αti+1

(∫ ti+1

ti

eαs dWs

)2
]

.
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El parámetro de volatilidad
(la varianza del modelo)

Teorema de isometŕıa de Ito

Si f pertenece a H2[0,T ], el espacio de funciones aleatorias

definido para todo t en [0,T ], y
∫ T

0 E(f (t))2 dt < ∞, entonces

E

[
∫ T

0
f (t) dW (t)

]

= 0

y

E

[

(∫ T

0
f (t) dW (t)

)2
]

=

∫ T

0
E[f (t)]2 dt.
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Caracteŕısticas

Modelo inicial

Estimación de
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El parámetro de volatilidad
(la varianza del modelo)

Usando el teorema de isometŕıa de Ito,

σ2e−2αti+1

(∫ ti+1

ti

eαs dWs

)2

= σ2e−2αti+1

∫ ti+1

ti

e2αs ds

= σ2e−2αti+1
1

2α

[

e2αs
]s=ti+1

s=ti

= σ2e−2αti+1
1

2α

[

e2αti+1 − e2αti
]

.

Entonces,

Var(ǫmodelo) =
σ2

2α
(1 − e−2α∆t).
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El parámetro de volatilidad
(la varianza del modelo)

Usando el teorema de isometŕıa de Ito,
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El parámetro de volatilidad

Var(ǫmodelo) = Varmin(ǫ)

σ2

2α
(1 − e−2α∆t) = σ2

Y − [Cov(X ,Y )]2

σ2
X

.

Entonces,

σ2 =
2α

(1 − e−2α∆t)

[

σ2
Y − [Cov(X ,Y )]2

σ2
X

]

.
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Caracteŕısticas

Modelo inicial

Estimación de
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Resumen
Las ecuaciones para los parámetros en su orden de estimación

α =
− ln(m + 1)

∆t

σ2 =
2α

(1 − e−2α∆t)

[

σ2
Y − [Cov(X ,Y )]2

σ2
X

]

µ =
c

(1 − e−α∆t)
+

σ2

2α
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Esquema

1 Modelo para precios spot de enerǵıa
Caracteŕısticas del mercado de enerǵıa
El modelo inicial

2 Estimación de los parámetros del modelo
Regresión por ḿınimos cuadrados ordinaria (OLSR)
Estimación de máxima verosimilitud (MLE)
Resultados de la simulación para el modelo inicial

3 Futuros de precios spot
Representación cerrada del precio del futuro
Simulaciones para precios de futuros
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La distribución de probabilidad subyacente

De acuerdo con nuestro modelo inicial, asumimos que la
distribución condicional subyacente de los log-precios con
parámetros α, µ y σ es Gaussiana en cada paso de tiempo con
media νi y varianza ω2

i .

νi+1 = E[zi+1|zi ]

ω2
i+1 = σ2e−2αti

(∫ ti+1

ti

eατ dWτ

)2
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La media

νi = E

[

zie
−αti +

(

µ − σ2

2α

)

(1 − e−αti ) + σe−αti

∫ ti

0
eατ dWτ

]

= E
[

z0e
−αti

]

+ E

[(

µ − σ2

2α

)

(1 − e−αti )

]

+ σe−αti E

[∫ ti

0
eατ dWτ

]

= z0e
−αti +

(

µ − σ2

2α

)

(1 − e−αti )
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−αti +

(

µ − σ2

2α

)

(1 − e−αti ) + σe−αti

∫ ti

0
eατ dWτ

]

= E
[

z0e
−αti

]

+ E

[(

µ − σ2

2α

)

(1 − e−αti )

]

+ σe−αti E

[∫ ti
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eατ dWτ
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2α
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Caracteŕısticas

Modelo inicial

Estimación de
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Caracteŕısticas

Modelo inicial

Estimación de
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Resumen

Nuestros datos en cada paso de tiempo siguen una distribución
Gaussiana con media νi y varianza ω2

i .

Es decir, los log-precios

zi ∼ N(νi , ω
2
i ) para i = 1, 2, . . . ,N,

donde N es el número de puntos de datos.
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i .

Es decir, los log-precios
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La función de verosimilitud

La función de densidad de probabilidad,

fθ(z1, z2, . . . , zN |θ) =

N
∏

i=1

f (zi |zi−1, νi , ω
2
i ),

como función de θ con todos los zi conocidos, es la función de
verosimilitud L(θ), es decir,

L(α, µ, σ2) =

N
∏

i=1





1
√

2πω2
i



 e
−

(zi−νi )
2

2ω2
i .
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La función de verosimilitud
(log-verosimilitud)

Dado que el logaritmo es una función continua estrictamente
creciente sobre el rango de la verosimilitud, los valores que
maximicen la verosimilitud también maximizarán su logaritmo.

L̂(α, µ, σ2) = ln L(α, µ, σ2)

= −N

2
ln 2π −

N
∑

i=1

[

lnω2
i

2
+

(zi − νi)
2

2ω2
i

]
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Caracteŕısticas

Modelo inicial

Estimación de
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La función de verosimilitud
(log-verosimilitud)

Para encontrar las ecuaciones de los parámetros que maximizan
la función de log-verosimilitud tomamos derivadas parciales con
respecto a dos de los parámetros, µ y σ2, convirtiendo la
función de log-verosimilitud en una función de una sola
variable, α.
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La función de verosimilitud
(log-verosimilitud)

0 =
∂L̂

∂µ
=

N
∑

i=1

(zi − νi)

ω2
i

(1 − e−αti )

Entonces,

N
∑

i=1

zi

ω2
i

(1 − e−αti ) =

N
∑

i=1

νi

ω2
i

(1 − e−αti ).



Mercado spot
y precios de
derivados

R. J. Meziat

Precios spot

Caracteŕısticas
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0 =
∂L̂

∂µ
=

N
∑

i=1

(zi − νi)

ω2
i

(1 − e−αti )

Entonces,

N
∑

i=1

zi

ω2
i
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Sustituyendo νi ,

(

µ − σ2

2α

)

=

N
∑

i=1

(1 − eαti )(zi − z0e
−αti )

ω2
i

N
∑

i=1

(1 − eαti )2

ω2
i

.
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Sustituyendo ω2
i ,

(

µ − σ2

2α

)

=

N
∑

i=1

(zi − z0e
−αti )

(1 + e−αti )

N
∑

i=1

(1 − eαti )

(1 + e−αti )

= ĥ(α).
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0 =
∂L

∂σ2

= − N

2σ2
− 1

2

[

N
∑

i=1

2(zi − νi )
1
2α

(1 − eαti )

ω2
i

−
N

∑

i=1

(zi − νi )
2 1

2α
(1 − e−2αti )

ω4
i

]
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La función de verosimilitud
(log-verosimilitud)

Entonces,

σ2

2α
=

N
∑

i=1

(zi − νi)
2

(1 − e−2αti )

2

[

N
∑

i=1

zi − νi

1 + e−αti

] .

En términos de ĥ(α),

νi = z0e
−αti + ĥ(α)(1 − e−αti ) = ĝi (α).
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La función de verosimilitud
(log-verosimilitud)

Entonces,

σ2

2α
=

N
∑

i=1

(zi − νi)
2

(1 − e−2αti )

2

[

N
∑

i=1

zi − νi

1 + e−αti

] .

En términos de ĥ(α),

νi = z0e
−αti + ĥ(α)(1 − e−αti ) = ĝi (α).
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La función de verosimilitud
(log-verosimilitud)

Usando ĝi (α) en el álgebra anterior,

K̂ (α) =
σ2

2α
=

N
∑

i=1

ĝ(α)2

(1 − e−2αti )

2

[

N +

N
∑

i=1

ĝ(α)

(1 + e−αti )

] .

Reescribiendo en términos de las nuevas funciones,

ω2
i = K̂ (α) (1 − e−2αti ),

νi = z0e
−αti + ĥ(α) (1 − e−αtI ).
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N
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La función de verosimilitud
(log-verosimilitud)

Obtenemos la función de log-verosimilitud de una sola variable

L̃(α) = −N

2
ln 2π − 1

2

N
∑

i=1

ln
(

K̂ (α) (1 − e−2αti )
)2

+

[

zi −
(

z0e
−αti + ĥ(α) (1 − e−αti )

)]2

2
[

K̂ (α) (1 − e−2αti )
]2 .
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1 Modelo para precios spot de enerǵıa
Caracteŕısticas del mercado de enerǵıa
El modelo inicial

2 Estimación de los parámetros del modelo
Regresión por ḿınimos cuadrados ordinaria (OLSR)
Estimación de máxima verosimilitud (MLE)
Resultados de la simulación para el modelo inicial

3 Futuros de precios spot
Representación cerrada del precio del futuro
Simulaciones para precios de futuros
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El esquema discretizado

dz = α

(

µ − σ2

2α − z

)

dt + σ dW

zi+1 − zi = α

(

µ − σ2

2α − zi

)

dt + σ
√

∆tφi

zi+1 = α

(

µ − σ2

2α

)

dt(1 − α dt))zi + σ
√

∆tφi

Tras simular los log-precios como indica el esquema,

Pi+1 = ezi+1 .
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Resultados de la simulación para el modelo inicial
(muestra de datos de un año)
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Resultados de la simulación para el modelo inicial
Muestra de datos de un año tomados de Sheikh, 2007.

Parámetro Reg MLE

α 158.49 158.49
µ 4.112 4.114
σ2 118.42 118.41
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Caracteŕısticas

Modelo inicial

Estimación de
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Representación cerrada del precio del futuro

Encontramos el precio en el tiempo t de un futuro con
vencimiento T , tomando el valor esperado del precio spot al
vencimiento bajo una medida Q-martingala equivalente
condicional a la información disponible hasta el tiempo t.

F (t,T ) = E
Q
t [PT |Bt

1]



Mercado spot
y precios de
derivados

R. J. Meziat

Precios spot

Caracteŕısticas
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parámetros

OLSR

MLE

Resultados

Futuros

Representación

Simulaciones

Representación cerrada del precio del futuro

Y = eαtzt

dY = d(eαtzt) = αeαtzt + eαt dzt

dzt = α

(

µ − σ2

2α
− zt

)

+ σ dWt + ln J dNt
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Y = eαtzt

dY = d(eαtzt) = αeαtzt + eαt dzt

dzt = α

(
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2α
− zt

)

+ σ dWt + ln J dNt
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Representación cerrada del precio del futuro

Reemplazando dzt y simplificando,

d(eαtzt) = αeαt

(

µ − σ2

2α

)

dt + σeαt dW + eαt ln J dNt .

Integrando desde t → T ,

eαT zT − eαtzt = αeαt

(

µ − σ2

2α

)

dt +σeαt dW + eαt ln J dNt .
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Caracteŕısticas

Modelo inicial

Estimación de
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Representación cerrada del precio del futuro

Reemplazando dzt y simplificando,

d(eαtzt) = αeαt

(

µ − σ2

2α

)

dt + σeαt dW + eαt ln J dNt .

Integrando desde t → T ,

eαT zT − eαtzt = αeαt

(

µ − σ2

2α

)

dt +σeαt dW + eαt ln J dNt .
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parámetros

OLSR

MLE

Resultados

Futuros

Representación

Simulaciones

Representación cerrada del precio del futuro

Entonces,

zT =

(

µ − σ2

2α

)

+

(

zt − µ +
σ2

2α

)

e−α(T−t)

+ σ

∫ T

t

e−α(T−s) dWs +

∫ T

t

e−α(T−s) ln J dNs .
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Representación cerrada del precio del futuro

Aśı,

F (t,T ) = Et [e
zt |Bt]

= eC

(

P(t)

eC

)e−α(T−t)

Et

[

eσ
∫ T

t
e−α(T−s) dWs |Bt

]

Et

[

e
∫ T
t

e−α(T−s) ln J dNs |Bt

]

,

donde C =
(

µ − σ2

2α

)

.
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Representación cerrada del precio del futuro

En particular, con ayuda de la teoŕıa de probabilidad y el
teorema de isometŕıa de Ito,

Et

[

eσ
∫ T

t
e−α(T−s) dWs |Bt

]

= e
σ2

2

∫ T

t
e−2α(T−s) ds

= e
σ2

4α [1−e−2α(T−t)].
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parámetros

OLSR

MLE

Resultados

Futuros

Representación

Simulaciones

Representación cerrada del precio del futuro

Para simplificar los cálculos, definimos

αs ≡ e−α(T−s) ln Js ,

mt =

∫ t

0
αs dNs ,

Lt ≡ emt .

La segunda ecuación puede reescribirse de manera equivalente
como

dmt = αt dNt .



Mercado spot
y precios de
derivados

R. J. Meziat

Precios spot

Caracteŕısticas
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Usando el lema de Ito para saltos generalizado,

dLt =
∂Lt(mt−)

∂mt

dmt−
∂Lt(mt−)

∂mt

(mt−mt−) dN+(Lt−Lt−) dN.

Con

mt = mt− + αt y
∂Lt(mt−)

∂mt
= Lt− ,

reescribimos la expresión para Lt

Lt = em
t−

+αt = Lt−eαt .
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Sustituyendo de vuelta las ecuaciones transformadas,

dLt = Lt−αt dNt − Lt−(αt) dNt + (Lt−eαt − Lt−) dNt

= Lt−(eαt − 1) dNt .

Integrando en [0, t], resultado que luego extenderemos a [t,T ],

∫ t

0
(dLt) =

∫ t

0
Lτ−(eατ − 1) dNτ .

Ya que L0 = 1 por definición, obtenemos

Lt = 1 +

∫ t

0
Lτ (e

ατ − 1) dNτ .
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Como E0[dNt ] = λ dt, usando la linealidad de E,

E0[Lt ] = 1 +

∫ t

0
E0[Lτ ] (E0[(e

ατ − 1)]) dNτ λ dτ.

Haciendo E0[Lt ] = ηt ,

dηt

dt
= ηt(E0[e

αt ])λ.

1

η
dη = (E0[e

αt ])λ dt.
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parámetros

OLSR

MLE

Resultados

Futuros

Representación

Simulaciones

Representación cerrada del precio del futuro

Ya que η0 = 1 por definición de ηt , integrando,

ln ηt − ln η0 =

∫ t

0
E0[e

ατ ]λ dτ,

ηt = e
∫ t

0
(E0[eατ ]−1)λ dτ .

En términos de dNt ,

E0

[

e
∫ t

0
ατ dNτ

]

= e
∫ t

0
(E0[eατ ])λdτ .
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Para cualquier función integrable en [0,T ],

∫ T

t

f (x) dx =

∫ T

0
f (x) dx −

∫ t

0
f (x) dx ,

donde t ∈ (0,T ).

Entonces, extendiendo el resultado anterior,

E0

[

e
∫ T
t

ατ dNτ

]

= e
∫ T
t

(E0[eατ ])λ dτ .
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Para evaluar la integral, definimos

g(s) = e−α(T−s).

Aśı,

E0 [eαs ] = E0

[

eg(s) ln Js

]

= E0

[

eg(s)φs

]

= eµJh+σ2
J
h2

.
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Reemplazando,

Et

[

e
∫ T
t

αs dNs

]

= e
∫ T
t

(

e
µg+ σ2

2 g2
−1

)

λ ds

=
e

∫ T
t

(

e
µg+ σ2

2 g2)

λ ds

eλ(T−t)
.
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Finalmente,

F (t,T ) = eC

(

P(t)

eC

)e−α(T−t)

e
σ2

4α
[1−e−2α(T−t)]+

∫ T

t
e

(µg+ σ2

2 g2)−λ(T−t)

.
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Regresión por ḿınimos cuadrados ordinaria (OLSR)
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Datos de Sheikh, 2007.

T en años F (0,T )

5 44.78
2 48.23
1 49.43

1/2 50.05
1/4 50.36
1.12 50.57
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